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Resumo
Neste trabalho estabelecemos condic¸o˜es para que o predual do espac¸oH(Ω) de aplicac¸o˜es
holomorfas em domı´nios de Riemann tenha a propriedade de aproximac¸a˜o e a propri-
edade de aproximac¸a˜o limitada. Para tal utilizamos fundamentalmente uma extensa˜o
do Teorema de Linearizac¸a˜o de Mazet. Provamos que se E e´ um espac¸o localmente
convexo com uma base de Schauder equicont´ınua, enta˜o o predual G(U) tem a proprie-
dade de aproximac¸a˜o limitada para cada aberto equilibrado U ⊂ E. Provamos tambe´m
que se E e´ um espac¸o de Fre´chet separa´vel com a propriedade de aproximac¸a˜o limitada,
enta˜o G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o para cada domı´nio de Riemann (Ω, p)
sobre E. Ale´m disso, demonstramos que se (Ω, p) e´ um domı´nio de Riemann sobre um
espac¸o (DFC) E, enta˜o E tem a propriedade de aproximac¸a˜o se, e so´ se G(Ω) tem a
propriedade de aproximac¸a˜o se, e so´ se (H(Ω), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
Palavras-chave: Ana´lise funcional, Teoria da aproximac¸a˜o, Aplicac¸o˜es holomorfas,
Fre´chet, Espac¸os de.
xi
Abstract
In this work we establish conditions for the predual of the space H(Ω) of holomorphic
mappings in a Riemann domains Ω, to have the approximation property and the boun-
ded approximation property. For this we use essentially an extension of Mazet lineari-
zation theorem. We also prove tha if E is a locally convex space with an equicontinuos
Schauder basis, then the predual G(U) has the bounded approximation property for
each balanced open subset U of E. We obtain that if E is a separable Fre´chet space
with the bounded approximation property, then G(Ω) has the approximation property
for each Riemann domains (Ω, p) over E. Moreover, we prove that if (Ω, p) is a Rie-
mann domains over a (DFC)-space E, then E has the approximation property if only
if G(Ω) has the approximation property, if only if (H(Ω), τc) has the approximation
property.
Keywords: Functional analysis, Approximation theory, Holomorphic mappings, Fre´chet,
Spaces.
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Introduc¸a˜o
Em 1955, a propriedade de aproximac¸a˜o foi introduzida por A. Grothendiek em [9].
Apo´s o contra-exemplo de P. Enflo em [7], que mostra a existeˆncia de espac¸os de
Banach sem a propriedade da aproximac¸a˜o, muitas pessoas trabalham para descobrir
espac¸os com essa propriedade. Em nosso trabalho, investigamos condic¸o˜es para que
espac¸os de func¸o˜es holomorfas tenham a propriedade de aproximac¸a˜o e a propriedade
de aproximac¸a˜o limitada. Entre os espac¸os estudados damos eˆnfase ao espac¸o G(Ω),
que e´ o predual do espac¸o das func¸o˜es holomorfas H(Ω).
Nossos resultados relacionados a` propriedade de aproximac¸a˜o e a propriedade de
aproximac¸a˜o limitada sa˜o fundamentados no Teorema de Linearizac¸a˜o de Mazet [14],
que prova a existeˆncia de um espac¸o localmente convexo completo G(U), em que U e´
um subconjunto aberto de um espac¸o localmente convexo, e uma aplicac¸a˜o holomorfa
δU de U em G(U), com a propriedade de que dados um espac¸o localmente convexo
completo F e uma aplicac¸a˜o holomorfa f de U em F existe uma u´nica aplicac¸a˜o linear
Tf de G(U) em F tal que Tf ◦ δU = f .
Em [18] J. Mujica e L. Nachbin demonstraram o Teorema da Linearizac¸a˜o de Mazet
usando limites indutivos de espac¸os de Banach. Neste mesmo artigo eles provaram a
existeˆncia de um subespac¸o denso G0(U) de G(U) tal que a aplicac¸a˜o δU tem imagem
contida em G0(U), com a propriedade de que dados um espac¸o localmente convexo
completo F e uma aplicac¸a˜o G-holomorfa f de U em F , existe uma u´nica aplicac¸a˜o
linear Tf de G0(U) em F tal que Tf ◦ δU = f . No cap´ıtulo 2 estendemos os resultados
de J. Mujica e L. Nachbin ao caso de domı´nios de Riemann. No Teorema 2.3 provamos
que, se (Ω, p) e´ um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente convexo E, enta˜o
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existem um espac¸o localmente convexo completo G(Ω) e uma aplicac¸a˜o holomorfa δΩ
de Ω em G(Ω) tais que, para cada espac¸o localmente convexo F e cada aplicac¸a˜o
holomorfa f de Ω em F , existe uma u´nica aplicac¸a˜o linear Tf de G(Ω) em F tal que
Tf ◦ δΩ = f . No Teorema 2.13 provamos que, se (Ω, p) e´ um domı´nio de Riemann sobre
um espac¸o localmente convexo E, enta˜o existe um subespac¸o denso G0(Ω) de G(Ω) tal
que a aplicac¸a˜o δΩ tem imagem contida em G0(Ω), com a propriedade de que dados
um espac¸o localmente convexo completo F e uma aplicac¸a˜o G-holomorfa f de Ω em
F , existe uma u´nica aplicac¸a˜o linear Tf de G0(Ω) em F tal que Tf ◦ δΩ = f .
No Cap´ıtulo 3 procuramos condic¸o˜es para que o espac¸o de func¸o˜es holomorfas em
um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente convexo, H(Ω), e seu predual,
G(Ω), tenham a propriedade de aproximac¸a˜o ou a propriedade de apro-
ximac¸a˜o limitada. Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente
convexo E. Na Proposic¸a˜o 3.6 provamos que, se para cada espac¸o de Banach F e
cada aplicac¸a˜o holomorfa f de Ω em F , existe uma rede localmente limitada (fi)i∈I de
aplicac¸o˜es holomorfas de posto finito de Ω em F , que converge pontualmente a f , enta˜o
G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o. No Teorema 3.13 melhoramos a Proposic¸a˜o
3.6 ao provar que G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada se, e somente se,
para cada espac¸o localmente convexo F e cada aplicac¸a˜o holomorfa f de Ω em F , existe
uma rede amplamente limitada (fi)i∈I de aplicac¸o˜es holomorfas de posto finito de Ω
em F , que converge a f na topologia compacto-aberta. No Teorema 3.19 provamos
que, se E e´ um espac¸o localmente convexo com uma base de Schauder equicont´ınua,
enta˜o G(U) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada para cada aberto equilibrado
U ⊂ E.
No Cap´ıtulo 4 procuramos condic¸o˜es para que os espac¸os de func¸o˜es holomorfas
em espac¸os de Fre´chet, e seus preduais, tenham a propriedade de aproximac¸a˜o ou
a propriedade de aproximac¸a˜o limitada. No Teorema 4.8 provamos que, se E e´ um
espac¸o de Fre´chet separa´vel com a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, enta˜o G(Ω)
tem a propriedade de aproximac¸a˜o para cada domı´nio de Riemann (Ω, p) sobre E. No
Teorema 4.13 provamos que, se E e´ um espac¸o de Fre´chet separa´vel, enta˜o E tem a
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propriedade de aproximac¸a˜o limitada se, e somente se, G(U) tem a propriedade de
aproximac¸a˜o limitada para um subconjunto aberto equilibrado U ⊂ E . Este resultado
melhora um resultado de E. C¸aliskan [3].
No Cap´ıtulo 5 procuramos condic¸o˜es para que os espac¸os de func¸o˜es holomorfas em
espac¸os (DFC), e seus preduais, tenham a propriedade de aproximac¸a˜o. No Teorema 5.8
provamos que, se (Ω, p) e´ um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o (DFC) E, enta˜o E
tem a propriedade de aproximac¸a˜o se, e so´ se, G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o
se, e so´ se, o espac¸o de aplicac¸o˜es holomorfas H(Ω) com a topologia compacto-aberta
tem a propriedade de aproximac¸a˜o. Este resultado melhora um resultado de S. Dineen
e J. Mujica [5].
3
Cap´ıtulo 1
Resultados preliminares
Dividimos o cap´ıtulo em seis sec¸o˜es: espac¸os localmente convexos, a propriedade de
aproximac¸a˜o, a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, topologias projetivas e indutivas,
polinoˆmios e aplicac¸o˜es holomorfas, e domı´nios de Riemann.
Neste cap´ıtulo demonstramos apenas os resultados que na˜o encontramos na litera-
tura.
1.1 Espac¸os localmente convexos
Todos os espac¸os localmente convexos considerados sera˜o supostos Hausdorff e com-
plexos.
Se E e´ um espac¸o localmente convexo denotaremos por V (E) o conjunto de todas
as vizinhanc¸as convexas e equilibradas de zero em E, e denotaremos por B0(E) uma
base de vizinhanc¸as convexas e equilibradas de zero em E. Denotaremos por cs(E) o
conjunto das seminormas cont´ınuas em E.
Definic¸a˜o 1.1 Sejam E e F espac¸os localmente convexos. Denotaremos por L(E,F )
o espac¸o vetorial das aplicac¸o˜es lineares cont´ınuas de E em F . Quando F = IC escre-
veremos E ′ no lugar de L(E, IC) e dizemos que E ′ e´ o dual de E. Seja D um espac¸o
localmente convexo. Dizemos que D e´ o predual de E se D′ = E.
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Definic¸a˜o 1.2 Seja A um subconjunto limitado, convexo e equilibrado de um espac¸o
localmente convexo E. Denotaremos por EA o subespac¸o vetorial de E gerado por A
com a norma dada pelo funcional de Minkowski pA.
Definic¸a˜o 1.3 Seja V uma vizinhanc¸a convexa e equilibrada de zero em um espac¸o
localmente convexo E. Denotaremos por EV o espac¸o normado (E, pV )/p
−1
V (0) em que
pV e´ o funcional de Minkowski. Denotaremos por piV ∈ L(E,EV ) a aplicac¸a˜o quociente
piV : E → EV .
Definic¸a˜o 1.4 Seja E um espac¸o localmente convexo e seja α ∈ cs(E). Denotare-
mos por Eα o espac¸o vetorial E/α
−1(0) munido da norma α(x) = inf{α(y); y ∈ x}.
Denotaremos por piα ∈ L(E,Eα) a aplicac¸a˜o quociente piα : E → Eα.
Definic¸a˜o 1.5 Seja F um conjunto de aplicac¸o˜es do espac¸o topolo´gico X no espac¸o
vetorial topolo´gico F . Diremos que F e´ equicont´ınuo em a ∈ X se para toda vizi-
nhanc¸a W de zero em F existe uma vizinhanc¸a V de a em X tal que f(x)− f(a) ∈ W
para todos x ∈ V e f ∈ F . Diremos que F e´ equicont´ınuo se e´ equicont´ınuo em todos
os pontos de X.
Proposic¸a˜o 1.6 ([13], p. 199, Proposic¸a˜o 4)
Seja F um conjunto de aplicac¸o˜es lineares do espac¸o vetorial topolo´gico E no espac¸o
vetorial topolo´gico F . O conjunto F e´ uniformemente equicont´ınuo se, e somente se,
e´ equicont´ınuo na origem.
Definic¸a˜o 1.7 Seja X um conjunto e seja Y um espac¸o vetorial. Diremos que uma
aplicac¸a˜o f : X → Y tem posto finito se o subespac¸o N de Y gerado por f(X) tem
dimensa˜o finita.
Definic¸a˜o 1.8 Sejam E e F espac¸os localmente convexos. Denotaremos por E ′⊗F o
espac¸o vetorial de todas as aplicac¸o˜es lineares cont´ınuas de posto finito de E em F .
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Proposic¸a˜o 1.9 ([12], p. 61, Teorema 2 ) Seja E um espac¸o vetorial topolo´gico,
seja E0 um subespac¸o vetorial denso de E, e seja F um espac¸o vetorial topolo´gico de
Hausdorff completo. Enta˜o dada uma aplicac¸a˜o linear T : E0 → F existe uma u´nica
aplicac¸a˜o linear T˜ ∈ L(E,F ) tal que T (x) = T˜ (x) para cada x ∈ E0.
Sejam E0 um subespac¸o vetorial denso de um espac¸o veotrial topolo´gico E, F um
espac¸o vetorial topolo´gico de Hausdorff completo e T ∈ L(E0, F ). O u´nico elemento de
L(E,F ) que estende T (cuja existeˆncia e´ garantida pela Proposic¸a˜o 1.9) sera´ sempre
denotado por T˜ .
Lema 1.10 Seja E um espac¸o localmente convexo, seja N = [x;x ∈ A] o subespac¸o
gerado por A ⊂ E, e seja F um espac¸o localmente convexo. Se existe uma rede (Ti)i∈I ⊂
L(N,F ) que converge pontualmente a T ∈ L(N,F ) em A enta˜o a rede (Ti)i∈I converge
pontualmente a T em N .
Demonstrac¸a˜o: Dado x ∈ N , existem c1, . . . , cn ∈ IC e x1, . . . , xn ∈ A tais que
x =
∑n
i=1 cjxj.
Seja k ∈ IN tal que 2k > max1≤j≤n |cj|. Seja V uma vizinhanc¸a convexa e equilibrada
de zero em F .
Como (Ti)i∈I converge pontualmente a T em A, existe β ∈ I tal que Ti(xj)−T (xj) ∈
1
2n+k
V para cada i ≥ β e j ∈ {1, . . . , n}. Segue que para cada i ≥ β e j ∈ {1, . . . , n}
existe aij ∈ V tal que Ti(xj)− T (xj) = 12k 12naij.
Como 1
2n
aij ∈ 12nV , 12nV e´ equilibrado e | cj2k | ≤ 1 para cada j ∈ {1, . . . , n}, temos
que Ti(cjxj) − T (cjxj) = cj(Ti(xj) − T (xj)) = cj2k 12naij ∈ 12nV para cada i ≥ β e
j ∈ {1, . . . , n}. Segue que
Ti(x)−T (x) = Ti(
∑n
j=1 cjxj)−T (
∑n
j=1 cjxj) =
∑n
j=1(Ti(cjxj)−T (cjxj)) ∈
∑n
j=1
1
2n
V
para i ≥ β.
Como V e´ convexo e equilibrado e
∑n
j=1
1
2n
= n
2n
< 1 temos que
Ti(x) − T (x) ∈
∑n
j=1
1
2n
V ⊂ V para i ≥ β. Donde conclu´ımos que a rede (Ti(x))i∈I
converge a T (x).

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Lema 1.11 Seja E um espac¸o vetorial topolo´gico, seja E0 um subespac¸o vetorial denso
de E, e seja F um espac¸o vetorial topolo´gico de Hausdorff completo. Enta˜o dada uma
famı´lia equicont´ınua (Ti)i∈I ⊂ L(E0, F ) temos que (T˜i)i∈I ⊂ L(E,F ) e´ equicont´ınua.
Demonstrac¸a˜o:
Seja V uma vizinhanc¸a fechada de zero em F . Como a famı´lia (Ti)i∈I e´ equicont´ınua,
existe uma vizinhanc¸a U de zero de E tal que Ti(U ∩E0) ⊂ V para cada i ∈ I. Como
E0 e´ denso em E temos que U ∩ E0 e´ denso em U . Segue da continuidade de cada
T˜i que T˜i(U) ⊂ Ti(U ∩ E0) ⊂ V = V . Donde conclu´ımos que (T˜i)i∈I e´ uma famı´lia
equicont´ınua. 
Lema 1.12 Sejam E um espac¸o localmente convexo, E0 um subespac¸o denso de E, e
F um espac¸o localmente convexo completo. Seja T ∈ L(E0, F ) tal que existe uma rede
equicont´ınua (Ti)i∈I ⊂ E ′0 ⊗ F que converge pontualmente a T em E0. Enta˜o a rede
(T˜i)i∈I e´ uma rede em E ′ ⊗ F que converge pontualmente a T˜ : E → F em E.
Demonstrac¸a˜o: Seja T ∈ L(E0, F ) tal que existe uma rede equicont´ınua (Ti)i∈I ⊂
E ′0 ⊗ F que converge pontualmente a T . Pelo Lema 1.11 a rede (T˜i)i∈I ⊂ L(E,F ) e´
equicont´ınua.
Vamos mostrar que cada T˜i tem posto finito.
Para cada x ∈ E existe uma rede (xα)α∈A ⊂ E0 tal que (xα)α∈A converge a x. Como
T˜i e´ uma aplicac¸a˜o cont´ınua obtemos que T˜i(x) = lim
α
T˜i(xα) = lim
α
Ti(xα). Considere
Ni = [Ti(x);x ∈ E0]. Como Ti tem posto finito temos que Ni tem dimensa˜o finita, e
portanto e´ completo. Logo T˜i(x) ∈ Ni, e consequentemente T˜i tem posto finito.
Vamos mostrar que a rede (T˜i)i∈I converge pontualmente a T˜ em E.
Seja x ∈ E e V uma vizinhanc¸a convexa e equilibrada de zero em F . Como (T˜i)i∈I
e´ uma rede equicont´ınua temos que (T˜i − T˜ )i∈I e´ uma rede equicont´ınua. Enta˜o existe
uma vizinhanc¸a de zero U de E tal que T˜i(U)− T˜ (U) ⊂ 12V para cada i ∈ I.
Como E0 e´ denso em E existe xU ∈ E0 tal que x − xU ∈ U . Como Ti converge
pontualmente a T , existe β ∈ I tal que Ti(xU)− T (xU) ∈ 12V para cada i ≥ β.
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Segue que
T˜i(x)− T˜ (x) =
T˜i(x)− T˜i(xU) + T˜i(xU) + T˜ (xU)− T˜ (xU)− T˜ (x) =
T˜i(x)− T˜i(xU) + Ti(xU)− T (xU) + T˜ (xU)− T˜ (x) =
T˜i(x− xU)− T˜ (x− xU) + Ti(xU)− T (xU) ∈ 12V + 12V ⊂ V para cada i ≥ β.
Logo T˜i converge pontualmente a T˜ em E.

Definic¸a˜o 1.13 Uma sequeˆncia de vetores (en) em um espac¸o localmente convexo E
e´ uma base, se para cada x ∈ E existe uma u´nica sequeˆncia de escalares (xn) tal que
x = lim
n→∞
n∑
k=1
xkek =
∞∑
k=1
xkek.
Se as aplicac¸o˜es Pn : E → E, P (
∑∞
k=1 xkek) =
∑n
k=1 xkek sa˜o cont´ınuas para todo
n ∈ IN , dizemos que a base e´ uma base de Schauder e se a famı´lia (Pn) de aplicac¸o˜es
lineares e´ equicont´ınuas, dizemos que a base e´ uma base de Schauder equicont´ınua.
Definic¸a˜o 1.14 Sejam X um espac¸o topolo´gico e F um espac¸o localmente convexo.
Considere C(X,F ) o espac¸o das aplicac¸o˜es cont´ınuas de X em F . Seja A ⊂ C(X,F ),
diremos que A e´ localmente limitado se para cada x ∈ X existe uma vizinhanc¸a U de
x em X tal que A(U) = {f(y); f ∈ A e y ∈ U} e´ limitado em F .
Definic¸a˜o 1.15 Sejam X um espac¸o topolo´gico e F um espac¸o localmente convexo.
Seja A ⊂ C(X,F ), diremos que A e´ amplamente limitado se β◦A e´ localmente limitado
para cada β ∈ cs(F ).
Teorema 1.16 ([17], p. 72 Teorema 9.12) Seja X um espac¸o topolo´gico. Enta˜o cada
subconjunto equicont´ınuo e pontualmente limitado de C(X) e´ relativamente compacto
na topologia compacto-aberta.
Definic¸a˜o 1.17 Sejam E e F espac¸os localmente convexos. Denotaremos Lc(E,F ) o
espac¸o vetorial L(E,F ) com a topologia da convergeˆncia uniforme sobre os conjuntos
compactos, convexos e equilibrados de E.
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O espac¸o topolo´gico Lc(E,F ) admite como base de vizinhanc¸as de zero os conjuntos
W (K,V ) = {T ∈ L(E,F );T (K) ⊂ V }, onde K varia sobre os subconjuntos compac-
tos, convexos e equilibrados de E e V varia sobre as vizinhanc¸as convexas, equilibradas
e fechadas de zero em F . No caso F = IC denotaremos Lc(E, IC) por E
′
c.
Definic¸a˜o 1.18 Seja E um espac¸o localmente convexo. Denotaremos por E ′b o dual
forte de E, ou seja, E ′ munido da topologia da convergeˆncia uniforme sobre os subcon-
juntos limitados de E.
Definic¸a˜o 1.19 Diremos que um espac¸o localmente convexo E e´ um espac¸o (DFC) se
E = D′c onde D e´ um espac¸o de Fre´chet.
Definic¸a˜o 1.20 Um espac¸o topolo´gico X e´ um k-espac¸o se um conjunto U ⊂ X e´
aberto se U ∩K e´ aberto em K para todo subconjunto compacto K de X.
Todo espac¸o me´trico e todo espac¸o (DFC) sa˜o k-espac¸os. Um aberto de um k-espac¸o
tambe´m e´ um k-espac¸o.
Para o leitor interessado em espac¸os (DFC) indicamos o artigo de J. Mujica [16].
Ja´ para o leitor interessado em k-espac¸os indicamos o livro de S. Willard [25].
Definic¸a˜o 1.21 Um espac¸o localmente convexo E e´ um espac¸o de Schwartz se para
toda vizinhanc¸a U convexa, equilibrada e fechada de zero em E, existe uma vizinhanc¸a
V de zero em E tal que para todo α > 0 o conjunto V pode ser coberto por um nu´mero
finito de translac¸o˜es de αU .
Para os leitores interessados em espac¸os de Schwartz indicamos o livro de J. Horva´th
[11].
Definic¸a˜o 1.22 Sejam E e F espac¸os localmente convexos. Denotaremos EF o
espac¸o vetorial L(E ′c, F ) munido da topologia da convergeˆncia uniforme sobre os con-
juntos equicont´ınuos de E ′. O espac¸o EF e´ chamado de -produto de E e F .
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Os conjuntos W (U0;V ) = {T ∈ L(E ′c, F ) : T (U0) ⊂ V }, com U ∈ V (E) fechada e
V ∈ V (F ) fechada formam uma base de vizinhanc¸as de zero em EF , em que U0 e´ o
conjunto polar de U .
Teorema 1.23 ([23])
Sejam E e F espac¸os localmente convexos. Enta˜o a aplicac¸a˜o T → T ′ e´ um iso-
morfismo entre EF e FE.
Para espac¸os localmente convexos E e F o -produto de E e F foi introduzido por
L. Schwartz ([23], [24])
1.2 A propriedade de aproximac¸a˜o
Nesta sec¸a˜o apresentaremos a definic¸a˜o da propriedade de aproximac¸a˜o bem como a
relac¸a˜o desta com os espac¸os -produtos.
Definic¸a˜o 1.24 Seja E um espac¸o localmente convexo. Diremos que E tem a propri-
edade de aproximac¸a˜o se a aplicac¸a˜o identidade de E pertence ao fecho de E ′ ⊗ E em
Lc(E,E) .
Teorema 1.25 ([19], Teorema 1.5)
Seja E um espac¸o localmente convexo. Sa˜o equivalentes:
(a) E tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(b) Lc(E,E) = E ′ ⊗ Ec
(c) Lc(E,F ) = E ′ ⊗ F c para todo espac¸o localmente convexo F , ou equi-
valentemente para todo espac¸o de Banach F .
(d) Lc(F,E) = F ′ ⊗ Ec para todo espac¸o localmente convexo F .
(e) EF = E ⊗ F c para todo espac¸o localmente convexo F , ou equivalentemente
para todo espac¸o de Banach F .
(f) FE = F ⊗ Ec para todo espac¸o localmente convexo F , ou equivalentemente
para todo espac¸o de Banach F .
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Proposic¸a˜o 1.26 ([19], Proposic¸a˜o 1.4 )
Seja E um espac¸o localmente convexo.
(a) Se E tem a propriedade de aproximac¸a˜o, enta˜o todo subespac¸o complementado
de E tambe´m tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(b) Se E ′c tem a propriedade de aproximac¸a˜o, enta˜o E tambe´m tem a propriedade
de aproximac¸a˜o.
(c) Se E e´ tonelado e tem a propriedade de aproximac¸a˜o, enta˜o E ′c tambe´m tem a
propriedade de aproximac¸a˜o.
Lema 1.27 ([19], Lema 1.6) Sejam E e F espac¸os localmente convexos, e seja F0 um
subespac¸o denso de F . Se Lc(E,F ) = E ′ ⊗ F c enta˜o Lc(E,F0) = E ′ ⊗ F0c.
Proposic¸a˜o 1.28 Sejam E um espac¸o localmente convexo e E0 um subespac¸o denso
de E. Se E tem a propriedade de aproximac¸a˜o, enta˜o E0 tem a propriedade de apro-
ximac¸a˜o.
Demonstrac¸a˜o:
Suponhamos que E tenha a propriedade de aproximac¸a˜o. Sabemos pelo item (d) do
Teorema 1.25 que Lc(F,E) = F ′ ⊗ Ec para cada espac¸o localmente convexo F . Como
E0 e´ um subconjunto denso de E, temos pelo Lema 1.27 que Lc(F,E0) = F ′ ⊗ E0c
para cada espac¸o localmente convexo F . Segue pelo item (d) do Teorema 1.25 que E0
tem a propriedade de aproximac¸a˜o. 
1.3 A propriedade de aproximac¸a˜o limitada
Nesta sec¸a˜o apresentaremos a definic¸a˜o de propriedade de aproximac¸a˜o limitada, bem
como a relac¸a˜o desta com os -produtos.
Definic¸a˜o 1.29 Seja E um espac¸o localmente convexo. Diremos que E tem a proprie-
dade de aproximac¸a˜o limitada se existe uma rede equicont´ınua de operadores (Ti)i∈I ⊂
L(E,E) de posto finito que converge pontualmente a` identidade de E.
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Teorema 1.30 ([3], Proposic¸a˜o 2.8)
Para um espac¸o localmente convexo E considere as condic¸o˜es:
(a) E tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
(b) Dada uma aplicac¸a˜o T ∈ L(E,E) existe uma rede equicont´ınua (Ti)i∈I ⊂ E ′⊗E
que converge pontualmente a T em E.
(c) Para todo espac¸o localmente convexo F , dada uma aplicac¸a˜o T ∈ L(E,F ) existe
uma rede equicont´ınua (Ti)i∈I ⊂ E ′ ⊗ F que converge pontualmente a T em E.
(d) Para todo espac¸o localmente convexo F , dada uma aplicac¸a˜o T ∈ L(F,E) existe
uma rede equicont´ınua (Ti)i∈I ⊂ F ′ ⊗ E que converge pontualmente a T em F .
(e) Para todo espac¸o localmente convexo F , dada uma aplicac¸a˜o T ∈ L(F ′c, E) existe
uma rede equicont´ınua (Ti)i∈I ⊂ F ⊗ E ⊂ L(F ′c, E) que converge uniformemente a T
sobre os conjuntos equicont´ınuos de F ′c, ou seja, (Ti)i∈I converge a T em FE.
(f) Para todo espac¸o localmente convexo F , dada uma aplicac¸a˜o T ∈ L(E ′c, F )
existe uma rede equicont´ınua (Ti)i∈I ⊂ E⊗F ⊂ L(E ′c, F ) que converge uniformemente
a T sobre os conjuntos equicont´ınuos de E ′c, ou seja, (Ti)i∈I converge a T em EF .
(g)E ′c tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
Sa˜o sempre verdades : (a) ⇔ (b) ⇔ (c) ⇔ (d) ⇔ (e) e (f) ⇔ (g). Se E e´ um
espac¸o semi-Montel enta˜o (e)⇒ (f).
Observac¸a˜o 1.31 Sejam E e F espac¸os localmente convexos. Sabemos que nos con-
juntos equicont´ınuos de L(E,F ) a topologia da convergeˆncia pontual coincide com a
topologia da convergeˆncia nos compactos. Desta maneira a propriedade de aproxima-
c¸a˜o limitada implica na propriedade de aproximac¸a˜o.
Proposic¸a˜o 1.32 Seja E um espac¸o localmente convexo completo, e seja E0 um sub-
espac¸o denso de E. Se E0 tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, enta˜o E tem a
propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
Demonstrac¸a˜o: Seja E0 um subespac¸o denso de E com a propriedade de aproxima-
c¸a˜o limitada. Pelo item (c) do Teorema 1.30, para cada T ∈ L(E,E) existe uma rede
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equicont´ınua (Ti)i∈I ⊂ E ′0⊗E que converge pontualmente a T em E0. Pelo Lema 1.11
existe uma rede equicont´ınua (T˜i)i∈I ⊂ E ′ ⊗ E que converge pontualmente a T em E.
Segue pelo Teorema 1.30 que E tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada. 
Proposic¸a˜o 1.33 ([3], Proposic¸a˜o 2.4)
Seja E um espac¸o localmente convexo com a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
Enta˜o cada subespac¸o complementado de E tem a propriedade de apro-
ximac¸a˜o limitada.
Teorema 1.34 ([3], Corola´rio 2.9)
(a) Se E e´ um espac¸o localmente convexo semi-Montel com a propriedade de apro-
ximac¸a˜o limitada, enta˜o E ′c tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
(b) Um espac¸o de Montel E tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada se, e so-
mente se, E ′b = E
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
1.4 Topologias indutivas e projetivas
Seja E um espac¸o localmente convexo e A ⊂ E. Denotaremos por Γ(A) a envolto´ria
convexa e equilibrada de A.
Definic¸a˜o 1.35 Seja E um espac¸o vetorial, seja (Ei)i∈I uma famı´lia de espac¸os lo-
calmente convexos indexados por um conjunto dirigido I, e seja pii : Ei → E uma
aplicac¸a˜o linear para cada i ∈ I. Chamaremos de topologia indutiva em E com relac¸a˜o
a` famı´lia de aplicac¸o˜es (pii) a` topologia localmente convexa mais fina em E que torna
cada pii cont´ınua.
Os subconjuntos convexos, equilibrados e absorventes V de E com pi−1i (V ) ∈ V (Ei)
para cada i ∈ I, formam uma base de vizinhanc¸as de zero para a topologia indutiva.
Observac¸a˜o 1.36 ([11], p. 157) Sejam (Ei)i∈I uma famı´lia de espac¸os localmente
convexos e E um espac¸o vetorial munido com a topologia indutiva com relac¸a˜o a uma
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famı´lia de aplicac¸o˜es pii : Ei → E. Se E coincide com o subespac¸o vetorial gerado pelo
conjunto ∪ipii(Ei), enta˜o os conjuntos V = Γ(∪ipii(Vi)) onde Vi ∈ V (Ei), formam uma
base de vizinhanc¸as de zero para a topologia indutiva.
Definic¸a˜o 1.37 Seja (Ei)i∈I uma famı´lia de espac¸os localmente convexos. Seja ⊕i∈IEi
o subespac¸o de todos os elementos (xi)i∈I ∈ Πi∈IEi tais que xi 6= 0 para apenas um
nu´mero finito de ı´ndices. O espac¸o ⊕i∈IEi munido da topologia indutiva com relac¸a˜o a`s
aplicac¸o˜es canoˆnicas pij : Ej → ⊕i∈IEi e´ chamada de soma direta localmente convexa
da famı´lia (Ei)i∈I .
Definic¸a˜o 1.38 Seja E um espac¸o vetorial, e seja (Ei, τi)i∈I uma famı´lia de subespac¸os
vetoriais de E com as topologias τi indexada por um conjunto dirigido I tal que
E = ∪i∈IEi. Se i ≤ j suponhamos que Ei e´ um subespac¸o de Ej tal que a inclusa˜o
ii,j : (Ei, τi)→ (Ej, τj) e´ cont´ınua. Enta˜o (Ei, τi)i∈I e´ dito um sistema indutivo injetivo
de espac¸os localmente convexos. Considere τ a topologia localmente convexa mais fina
em E tal que todas as incluso˜es ij : (Ej, τj)→ (E, τ) sejam cont´ınuas. (E, τ) e´ dito o
limite indutivo localmente convexo do sistema (Ej, τj)j∈I e escrevemos E = indi∈IEi.
Definic¸a˜o 1.39 Seja E um espac¸o vetorial, seja (Ei)i∈I uma famı´lia de espac¸os lo-
calmente convexos indexados por um conjunto dirigido I, e seja pii : E → Ei uma
aplicac¸a˜o linear para cada i ∈ I. Chamaremos de topologia projetiva em E com relac¸a˜o
a` famı´lia de aplicac¸o˜es (pii)i∈I a` topologia localmente convexa mais fraca em E que
torna cada pii cont´ınua.
Os conjuntos ∩i∈Api−1i (Vi) com A ⊂ I finito e Vi aberto em Ei, formam uma base
para os abertos da topologia projetiva.
Definic¸a˜o 1.40 Sejam (Ei)i∈I uma famı´lia de espac¸os vetoriais topolo´gicos indexada
por um conjunto dirigido I e pii,j ∈ L(Ej, Ei) para todo i, j ∈ I tal que i ≤ j. A famı´lia
(Ei, pii,j)i∈I e´ dita um sistema projetivo se satisfaz
(1) pii,i : Ei → Ei e´ a identidade para cada i ∈ I,
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(2) pii,j ◦ pij,k = pii,k se i ≤ j ≤ k.
O limite projetivo dos espac¸os Ei, denotado por proji∈IEi, e´ definido por
proji∈IEi := {(xi)i∈I ∈ Πi∈IEi : xi = pii,j(xj) sempre que i ≤ j}.
O espac¸o proji∈IEi e´ um subespac¸o fechado de Πi∈IEi, com a topologia induzida pela
topologia produto.
Teorema 1.41 ([13], p. 231)
Seja E um espac¸o localmente convexo completo enta˜o E e´ topologicamente isomorfo
ao limite projetivo projW ÊW em que W varia sobre as vizinhanc¸as convexas e equili-
bradas de zero em E e ÊW e´ o completamento de EW .
Definic¸a˜o 1.42 Seja E um espac¸o localmente convexo. Diremos que E ′i e´ o dual E
′
de E com a topologia indutiva definida por E ′i = indVE
′
V 0 = indV (EV )
′
b onde V varia
sobre as vizinhanc¸as convexas e equilibradas de zero em E, e V 0 denota o polar de V
em E ′.
Definic¸a˜o 1.43 Sejam E e F espac¸os localmente convexos. Denotaremos por τl a
topologia sobre L(E,F ) introduzida por Nachbin [20], e definida por
(L(E,F ), τl) = projW indVL(EV , FW )
onde V e W variam sobre as vizinhanc¸as convexas e equilibradas de zero em E e F
respectivamente.
1.5 Polinoˆmios e aplicac¸o˜es holomorfas
Definic¸a˜o 1.44 Sejam E e F espac¸os localmente convexos. Diremos que uma aplicac¸a˜o
P : E → F e´ um polinoˆmio m-homogeˆneo se existe uma aplicac¸a˜o m-linear
A : Em → F tal que P = A ◦ ∆m onde ∆m : E → Em e´ a aplicac¸a˜o definida
por ∆m(x) = (x, · · · , x)︸ ︷︷ ︸
m vezes
. Denotaremos por Pa(
mE,F ) o espac¸o dos polinoˆmios m-
homogeˆneos e denotaremos por P (mE,F ) o espac¸o dos polinoˆmios m-homogeˆneos cont´ınuos.
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Denotaremos A(xj, ym−j) = A((x, · · · , x)︸ ︷︷ ︸
j vezes
, (y, · · · , y)︸ ︷︷ ︸
m−j vezes
) para x, y ∈ E e j ∈ {1, . . . ,m}.
Dados P ∈ Pa(mE,F ), B ⊂ E e α ∈ cs(F ) denotaremos ||P ||B,α = supx∈B α(P (x)).
Lema 1.45 ([4], p. 12, Lema 1.9) Sejam E e F espac¸os localmente convexos,
P = L ◦∆n ∈ Pa(nE,F ) e x, y ∈ E.
(a) P (x+ y) =
∑n−1
j=0 (
n
j )L(x
j, yn−j)
(b) P (x)− P (y) =∑n−1j=0 (nj )L(yj, (x− y)n−j)
Lema 1.46 ([4], p. 14, Lema 1.10) Sejam E e F espac¸os localmente convexos,
P ∈ Pa(nE), B ⊂ E e α ∈ cs(F ).
(a) Se B e´ equilibrado e x ∈ E enta˜o ||P ||α,B ≤ ||P ||α,x+B.
(b) Se B e´ convexo e equilibrado enta˜o para todo x ∈ E e λ > 0 com λx ∈ B temos
||P ||α,x+B ≤ (1 + 1λ)n||P ||α,B.
Definic¸a˜o 1.47 Sejam E e F espac¸os localmente convexos e seja n ∈ IN . A topologia
compacto-aberta τc sobre P (
mE,F ) e´ a topologia da convergeˆncia uniforme sobre os
subconjuntos compactos de E. A topologia τc e´ gerada pelas seminormas pK,α(P ) =
supx∈K α ◦ P (x) onde α ∈ cs(F ) e K varia sobre os subconjuntos compactos de E.
Quando E e´ um espac¸o quase-completo enta˜o Lc(E,F ) = (P
1(E,F ), τc).
Definic¸a˜o 1.48 Seja E um espac¸o localmente convexo e seja F um espac¸o normado. A
topologia τω sobre P (
mE,F ) e´ a topologia indutiva dada pelo espac¸o localmente convexo
P (mEα, F ) onde α ∈ cs(E), isto e´, (P (mE,F ), τω) = indα∈cs(E)(P (mEα, F ), ||.||).
Uma seminorma p em P (mE,F ) e´ τω-cont´ınua se, e somente se, para cada vi-
zinhanc¸a V de zero em E existe C(V ) > 0 tal que p(P ) ≤ C(V )||P ||V para todo
P ∈ P (mE,F ).
Definic¸a˜o 1.49 Sejam E e F espac¸os localmente convexos. Para cada T ∈ L(E,F )
definimos
T ′ : ψ ∈ F ′ → ψ ◦ S ∈ E ′.
Diremos que T ′ e´ a adjunta de T .
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Definic¸a˜o 1.50 Sejam E e F espac¸os localmente convexos e seja n ∈ IN . Para cada
P ∈ P (nE,F ) definimos
P ′ : ψ ∈ F ′ → ψ ◦ P ∈ P (nE).
Observe que P ′ ∈ L(F ′c, (P (nE), τc)) = F(P (nE), τc).
Definic¸a˜o 1.51 Seja E um k-espac¸o localmente convexo e seja n ∈ IN . Definimos a
aplicac¸a˜o avaliac¸a˜o
δn : E → (P (nE), τc)′c
por
δn(x) : P ∈ P (nE)→ P (x) ∈ IC.
Teorema 1.52 ( [1], p. 11) Seja E um k-espac¸o localmente convexo, seja F um espac¸o
localmente convexo quase-completo e seja n ∈ IN . Enta˜o a aplicac¸a˜o
P ∈ (P (nE,F ), τc)→ P ′ ∈ F(P (nE), τc)
e´ um isomorfismo topolo´gico. A aplicac¸a˜o inversa e´ dada por
S ∈ F(P (nE), τc)→ S ′ ◦ δn ∈ (P (nE,F ), τc)
onde S ′ e´ a adjunta de S.
Definic¸a˜o 1.53 Sejam E e F espac¸os localmente convexos, e U ⊂ E aberto. Uma
aplicac¸a˜o f : U → F e´ G-holomorfa se para cada a ∈ U , b ∈ E e ψ ∈ E ′ a func¸a˜o
λ→ ψ ◦ f(a+ λb) e´ holomorfa em alguma vizinhanc¸a de zero em IC. Denotaremos por
HG(U, F ) o espac¸o de todas as aplicac¸o˜es G-holomorfas de U em F . Quando F = IC
escreveremos HG(U) no lugar de HG(U, IC).
Definic¸a˜o 1.54 Sejam E e F espac¸os localmente convexos e U ⊂ E aberto. Uma
aplicac¸a˜o f : U → F e´ holomorfa se e´ G-holomorfa e cont´ınua. Denotaremos por
H(U, F ) o espac¸o de todas as aplicac¸o˜es holomorfas de U em F . Quando F = IC
escreveremos H(U) no lugar de H(U, IC).
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Observac¸a˜o 1.55 ([4], p. 148, Proposic¸a˜o 3.2)
Sejam E e F espac¸os localmente convexos e U ⊂ E aberto. Se ξ ∈ U considere
Bξ = {z ∈ E : ξ + λz ∈ U, |λ| ≤ 1}. Uma aplicac¸a˜o f : U → F holomorfa admite uma
u´nica representac¸a˜o como uma se´rie de polinoˆmios homogeˆneos
f(ξ + z) =
∞∑
n=0
Pn(z)
uniformemente para todo z ∈ Bξ, em que Pn ∈ P (nE,F ). Tal representac¸a˜o e´ chamada
de se´rie de Taylor da func¸a˜o f em ξ. Denotamos por Pmf(ξ) o m-e´simo termo da se´rie
de Taylor de f em ξ. Para cada m ∈ IN e z ∈ Bξ temos a seguinte representac¸a˜o
Pmf(ξ)(z) =
1
2pii
∫
|λ|=1
f(ξ + λz)
λm+1
dλ
conhecida como Fo´rmula Integral de Cauchy.
Teorema 1.56 ([15], p. 28, Proposic¸a˜o 4.4)
Sejam E e F espac¸os localmente convexos e U ⊂ E aberto. Sejam f ∈ H(U, F )
e T ∈ L(F,G) onde G e´ um espac¸o localmente convexo. Enta˜o f ◦ T ∈ H(U,G) e
Pm(T ◦ f)(a) = T ◦ Pm(f)(a) para todo a ∈ U e para todo m ∈ IN .
Definic¸a˜o 1.57 Sejam U ⊂ E um aberto de um espac¸o localmente convexo e F
um espac¸o localmente convexo. A topologia compacto-aberta (ou a topologia da con-
vergeˆncia uniforme sobre os subconjuntos compactos de U) em H(U, F ) e´ a topologia
localmente convexa gerada pelas seminormas pK,α(f) = supx∈K α(f(x)) onde K varia
sobre os subconjuntos compactos de U e α ∈ cs(F ).
Definic¸a˜o 1.58 Sejam U ⊂ E um aberto de um espac¸o localmente convexo e F um
espac¸o normado. Uma seminorma p em H(U, F ) e´ τδ-cont´ınua se para cada cobertura
aberta, enumera´vel e crescente (Vn) de U , existem n0 ∈ IN e c > 0 tais que p(f) ≤
c||f ||Vn0 para toda f ∈ H(U, F ). A topologia τδ sobre H(U, F ) e´ a topologia localmente
convexa gerada pelas seminormas τδ-cont´ınuas. Se F e´ um espac¸o localmente convexo
arbitra´rio temos (H(U, F ), τδ) = projβ∈cs(F )(H(U, Fβ), τδ).
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Definic¸a˜o 1.59 Seja U ⊂ E um aberto de um espac¸o localmente convexo e F um
espac¸o normado. Uma seminorma p e´ dita ser portada por um compacto K ⊂ U
se para cada aberto V , K ⊂ V ⊂ U , existe CV > 0 tal que p(f) ≤ CV ||f ||V para
todo f ∈ H(U, F ). A topologia τω e´ gerada por todas as seminormas portadas por
subconjuntos compactos de U . Se F e´ um espac¸o localmente convexo arbitra´rio temos
(H(U, F ), τω) = projβ∈cs(F )(H(U, Fβ), τω).
Definic¸a˜o 1.60 Sejam E e F espac¸os localmente convexos e seja K ⊂ E compacto.
Considere
⋃
V
H(V, F ) com V aberto e K ⊂ V . Podemos definir uma relac¸a˜o de equi-
valeˆncia ∼ sobre
⋃
V
H(V, F ). Diremos que f ∼ g se existe um aberto W contendo K
tal que f e g esta˜o definidas em W e f |W = g|W . Sejam V o conjunto dos abertos de E
contendo K e H(K,F ) = (
⋃
V ∈V
H(V, F ))/ ∼. Se f ∈ H(V, F ) com V aberto contendo
K, seja f a classe de equivaleˆncia de f em H(K,F ). Cada f ∈ H(K,F ) e´ chamado
de germe holomorfo sobre K. Definimos a topologia compacto-aberta sobre H(K,F )
da seguinte maneira: (H(K,F ), τc) = indK⊂V (H(V, F ), τc) com V aberto. Definimos a
topologia τω sobre H(K,F ) da seguinte maneira (H(K,F ), τω) = indK⊂V (H(V, F ), τω)
com V aberto.
Teorema 1.61 ([4], p. 172, Exemplo 3.20)
Sejam E um espac¸o localmente convexo metriza´vel, F um espac¸o normado e U um
subconjunto aberto de E. Enta˜o todo conjunto τc-limitado em H(U, F ) e´ localmente
limitado.
Proposic¸a˜o 1.62 ([2], p. 27, Proposic¸a˜o 2.1) Seja K um subconjunto compacto de
um espac¸o localmente convexo E. Enta˜o existe um espac¸o localmente convexo completo
G(K) tal que G(K)′i = (H(K), τω).
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1.6 Domı´nios de Riemann
Definic¸a˜o 1.63 Um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente convexo E e´
um par (Ω, p) onde Ω e´ um espac¸o topolo´gico de Hausdorff e p : Ω→ E e´ um homeo-
morfismo local. Diremos que o par (U, pU) e´ uma carta de Ω, se U e´ um aberto em Ω,
p(U) e´ um aberto em E e pU := p|U : U → p(U) e´ um homeomorfismo.
Denotaremos por K(Ω) o conjunto dos subconjuntos compactos de Ω.
Definic¸a˜o 1.64 Sejam (Ω1, p1) e (Ω2, p2) domı´nios de Riemann sobre os espac¸os local-
mente convexos E e F respectivamente, e T ∈ L(E,F ). Enta˜o uma aplicac¸a˜o cont´ınua
j : (Ω1, p1)→ (Ω2, p2)
e´ chamada de um T -morfismo se o seguinte diagrama
Ω1
j //
p1

Ω2
p2

E
T
// F
comuta. Quando E = F e T e´ a aplicac¸a˜o identidade chamaremos j apenas de um
morfismo.
Observac¸a˜o 1.65 ([5], p. 144)
Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre um k-espac¸o localmente convexo E.
Enta˜o (Ω, p) tambe´m e´ um k-espac¸o.
Definic¸a˜o 1.66 Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre o espac¸o localmente con-
vexo E.Uma sec¸a˜o de Ω e´ uma aplicac¸a˜o cont´ınua σ : A → Ω, em que A ⊂ E, tal
que p ◦ σ e´ a identidade sobre A. Para cada S ⊂ Ω e V ∈ V (E) aberto, escrevemos
S+V ⊂ Ω se para cada x ∈ S existe uma sec¸a˜o σx : p(x)+V → Ω tal que σx◦p(x) = x.
Definimos x+ t = σx(p(x) + t) para todos x ∈ S e t ∈ V .
Definic¸a˜o 1.67 Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente con-
vexo E e seja F um espac¸o localmente convexo. Uma aplicac¸a˜o f : Ω → F e´ dita
21
holomorfa se para cada carta (U, pU) de Ω a aplicac¸a˜o f ◦ p−1U ∈ H(p(U), F ) . Deno-
taremos por H(Ω, F ) o espac¸o de todas as aplicac¸o˜es holomorfas de Ω em F . Quando
F = IC escreveremos H(Ω) no lugar de H(Ω, IC).
Sejam (Ω1, p1) e (Ω2, p2) domı´nios de Riemann sobre os espac¸os localmente convexos
E e F respectivamente. Uma aplicac¸a˜o f : Ω1 → Ω2 e´ holomorfa se p2 ◦f e´ holomorfa.
Na sec¸a˜o anterior, dados E e F espac¸os localmente convexos e U ⊂ E aberto,
definimos as topologias τc, τδ e τω em H(U, F ). De maneira ana´loga, se (Ω, p) e´ um
domı´nio de Riemann sobre E definimos as topologias τc, τδ e τω em H(Ω, F ).
Definic¸a˜o 1.68 Sejam E um k-espac¸o localmente convexo, F um espac¸o localmente
convexo quase-completo e (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre E. Para cada f ∈
H(Ω, F ) definimos
f ′ : ψ ∈ F ′ → ψ ◦ f ∈ H(Ω).
Definic¸a˜o 1.69 Sejam E um k-espac¸o localmente convexo e (Ω, p) um domı´nio de Rie-
mann sobre E. Definimos a aplicac¸a˜o avaliac¸a˜o δΩ : Ω → (H(Ω), τc)′c por
δΩ(x) : g ∈ H(Ω)→ g(x) ∈ IC para todo x ∈ Ω e g ∈ H(Ω).
Teorema 1.70 ([22]) Seja E um k-espac¸o localmente convexo, seja F um espac¸o lo-
calmente convexo quase-completo e (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre E.
Enta˜o a aplicac¸a˜o
f ∈ (H(Ω, F ), τc)→ f ′ ∈ F(H(Ω), τc)
e´ um isomorfismo topolo´gico e a aplicac¸a˜o inversa e´ dada por
S ∈ F(H(Ω), τc)→ S ′ ◦ δΩ ∈ (H(Ω, F ), τc)
onde S ′ e´ a adjunta de S.
Definic¸a˜o 1.71 Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente con-
vexo. Para α ∈ cs(E), x ∈ Ω, a, b ∈ E e r > 0 consideraremos BαE(a, r) = {x ∈ E :
α(x−a) < r}, DE(a, b, r) = {a+λb : λ ∈ IC, |λ| < r}, e DΩ(x, a, r) = x+{λa, |λ| < r}.
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Se x ∈ Ω, A ⊂ Ω, a ∈ E, sejam
dΩ(x, a) = sup{r ≥ 0 : DΩ(x, a, r) existe},
dΩ(a,A) = inf
x∈A
dΩ(x, a).
A func¸a˜o dΩ : Ω× E → [0,∞] e´ semicont´ınua inferiormente.
Definic¸a˜o 1.72 Uma func¸a˜o u : (Ω, p)→ [−∞,+∞), onde (Ω, p) e´ um domı´nio de Ri-
emann sobre um espac¸o localmente convexo E, e´ plurisubharmoˆnica se e´ semicont´ınua
superiormente e para todos x ∈ Ω, a ∈ E e r > 0 tais que DΩ(x, a, r) ⊂ Ω temos
u(x) ≤ 1
2pi
∫ 2pi
0
u(x+ r expiθ a)dθ.
Definic¸a˜o 1.73 Um domı´nio de Riemann (Ω, p) sobre um espac¸o localmente convexo
E e´ pseudoconvexo se − log dΩ e´ uma func¸a˜o plurisubharmoˆnica sobre o domı´nio de
Riemann (Ω× E, p× IDE)
Se F e´ um subespac¸o de E, consideremos o conjunto
ΩF = p
−1(p(Ω) ∩ F ) = {x ∈ Ω : p(x) ∈ F}.
Temos que (ΩF , p|ΩF ) e´ um domı´nio de Riemann sobre F e o diagrama de aplicac¸o˜es
cont´ınuas
ΩΩF
iΩF (x)=x//
p|ΩF

Ω
p

F
iF (x)=x
// E
comuta.
Definic¸a˜o 1.74 Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente con-
vexo. Para cada α ∈ cs(E) definimos a func¸a˜o distaˆncia dαΩ → [0,∞] por
dαΩ(x) = sup{r > 0; existe uma sec¸a˜o σ : BαE(p(x), r)→ Ω com σ ◦ p(x) = x}.
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Cap´ıtulo 2
Linearizac¸a˜o de aplicac¸o˜es
holomorfas em domı´nios de
Riemann
Para um subconjunto aberto U de um espac¸o localmente convexo E, Mazet provou em
[14] a existeˆncia de um espac¸o localmente convexo completo G(U) e de uma aplicac¸a˜o
δU ∈ H(U,G(U)), com a propriedade de que dado um espac¸o localmente convexo com-
pleto F e uma aplicac¸a˜o f ∈ H(U, F ) existe uma u´nica aplicac¸a˜o Tf ∈ L(G(U), F ) tal
que Tf ◦ δU = f . Mujica e Nachbin provaram em [18] que G(U)′i = (H(U), τδ), e deram
uma outra demonstrac¸a˜o para o Teorema de Linearizac¸a˜o de Mazet . Neste mesmo
artigo eles construiram o subespac¸o denso G0(U) de G(U). Na sec¸a˜o 2.1 mostraremos a
existeˆncia de um espac¸o localmente convexo completo G(Ω) tal que G(Ω)′i = (H(Ω), τδ)
para um domı´nio de Riemann (Ω, p) sobre um espac¸o localmente convexo e generali-
zaremos o Teorema de Linearizac¸a˜o de Mazet [14] para um domı´nio de Riemann sobre
um espac¸o localmente convexo. Na sec¸a˜o 2.2 construiremos o subespac¸o denso G0(Ω)
de G(Ω).
Enunciaremos tambe´m o Teorema de Linearizac¸a˜o para polinoˆmios m-homogeˆneos
na sec¸a˜o 2.3 e mostraremos resultados similares aos obtidos a partir do Teorema de
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Linearizac¸a˜o.
2.1 Linearizac¸a˜o de aplicac¸o˜es holomorfas
Nesta sec¸a˜o generalizaremos o Teorema de Linearizac¸a˜o provado por Mujica e Nach-
bin em [18]. Veremos que as mesmas te´cnicas podem ser aplicadas considerando um
domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente convexo em vez de um subconjunto
aberto.
O resultado que enunciaremos a seguir e´ a chave para a demonstrac¸a˜o do Teorema
de Linearizac¸a˜o de Mujica e Nachbin.
Teorema 2.1 ([18], Teorema 1.1)
Seja E = indEα o limite indutivo de uma famı´lia de espac¸os de Banach dirigida
pela a inclusa˜o.
(a) Seja τ uma topologia localmente convexa sobre E tal que a bola fechada unita´ria
Bα de cada Eα e´ τ -compacta. Seja F o espac¸o localmente convexo completo dos fun-
cionais lineares sobre E cuja restric¸a˜o a cada Bα e´ τ -cont´ınuos, com a topologia da
convergeˆncia uniforme sobre os conjuntos Bα. Enta˜o a aplicac¸a˜o avaliac¸a˜o J : E → F ′i
e´ um isomorfismo topolo´gico.
(b) Se, ale´m disso, o espac¸o E tem uma base de vizinhanc¸as de zero τ -fechadas,
convexas e equilibradas, enta˜o F ′i = F
′
b e E e´ topologicamente isomorfo ao dual forte
de F .
Antes de mostrarmos o Teorema de Linearizac¸a˜o para domı´nio de Riemann, precisamos
de uma caracterizac¸a˜o para a topologia τδ em espac¸os de aplicac¸o˜es holomorfas definidas
em um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente convexo. Tal resultado ja´ e´
conhecido para espac¸os de aplicac¸o˜es holomorfas definidas em um subconjunto aberto
de um espac¸o localmente convexo.([4], p. 170, Proposic¸a˜o 3.17)
Proposic¸a˜o 2.2 Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente con-
vexo E e seja F um espac¸o de Banach. Enta˜o (H(Ω, F ), τδ) e´ um limite indutivo
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de espac¸os de Fre´chet. Em particular, e´ um espac¸o tonelado, bornolo´gico e ultrabor-
nolo´gico.
Demonstrac¸a˜o: Seja A = (Cn) uma cobertura aberta, enumera´vel e crescente de Ω.
Consideremos o espac¸o H∞(A,F ) = {f ∈ H(Ω, F ); ||f ||Cn < ∞ ∀n ∈ IN} munido
com a topologia τA gerada pela sequeˆncia de seminormas pn(f) = supy∈Cn ||f(y)|| =
||f ||Cn . Temos que (H∞(A,F ), τA) e´ um espac¸o localmente convexo metriza´vel.
Vamos provar que o espac¸o (H∞(A,F ), τA) e´ um espac¸o de Fre´chet.
Seja (fn) uma sequeˆncia de Cauchy em (H
∞(A,F ), τA). Como a topologia τA e´ dada
pela convergeˆncia uniforme sobre os conjuntos Cn, temos que (fn(x)) e´ uma sequeˆncia
de Cauchy no espac¸o de Banach F .
Considere f : Ω → F dada por f(x) = limn fn(x). Como (fn) e´ uma sequeˆn-
cia de Cauchy em (H∞(A,F ), τA), dados  > 0 e j ∈ IN existe j0 ∈ IN tal que
||fn(x)− fm(x)|| <  para todos n,m ≥ j0 e x ∈ Cj. Fixando n e fazendo m tender ao
infinito temos que ||fn(x)− f(x)|| ≤  para todos n ≥ j0 e x ∈ Cj. Donde conclu´ımos
que a sequeˆncia (fn) converge uniformemente a f sobre cada Cj. Em particular, f e´
uma aplicac¸a˜o cont´ınua e (fn) converge a f uniformemente sobre os compactos de Ω.
Seja (U, pU) uma carta do domı´nio de Riemann (Ω, p). Para cada a ∈ p(U), b ∈ E,
e ψ ∈ F ′ definamos
gn(λ) = ψ ◦ fn ◦ p−1U (a+ λb) e g(λ) = ψ ◦ f ◦ p−1U (a+ λb)
para todo λ ∈ Λ = {λ ∈ IC : a + λb ∈ p(U)}. Segue que gn e´ uma func¸a˜o holomorfa
em Λ para cada n ∈ IN . Ale´m disso, a sequeˆncia (gn) converge uniformemente a g
sobre os conjuntos compactos de Λ. Segue pelo Teorema de Weierstrass para func¸o˜es
holomorfas de uma varia´vel complexa que g e´ holomorfa em Λ. Enta˜o f ◦ p−1U e´ uma
aplicac¸a˜o G-holomorfa. Como f e p−1U sa˜o func¸o˜es cont´ınuas, obtemos que f ◦ p−1U e´
uma func¸a˜o cont´ınua, e assim f e´ uma aplicac¸a˜o holomorfa.
Como a sequeˆncia (fn) e´ uma sequeˆncia de Cauchy, para cada j ∈ IN existe Mj > 0
tal que ||fn(x)|| ≤Mj para x ∈ Cj e n ∈ IN . Pelo fato de (fn) convergir uniformemente
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a f em cada Cj, temos ||f(x)|| ≤ Mj para cada x ∈ Cj. Logo f ∈ H∞(A,F ) e
(H∞(A,F ), τA) e´ um espac¸o de Fre´chet.
Vejamos agora que H(Ω, F ) = ∪AH∞(A,F ) onde A varia entre as coberturas aber-
tas, enumera´veis e crescentes de Ω.
Seja f ∈ H(Ω, F ). Consideremos para cada n ∈ IN o subconjunto
Wn = {x ∈ Ω : ||f(x)|| < n} ⊂ Ω. Como f e´ uma aplicac¸a˜o cont´ınua, temos
que W = (Wn) e´ uma cobertura aberta crescente e enumera´vel de Ω. Segue que
f ∈ HW (Ω, F ) ⊂ H(Ω, F ).
Sejam A = (Cn) ∈ C e W = (Dn) ∈ C em que C e´ o conjunto das coberturas
abertas, enumera´veis e crescentes de Ω. Consideraremos a relac¸a˜o de ordem: A ≤ W
se Cn ⊂ Dn para cada n ∈ IN .
Consideremos (H(Ω, F ), τi) = indA(H
∞(A,F ), τA) onde A varia sobre as coberturas
abertas enumera´veis de Ω, e onde o limite indutivo e´ em relac¸a˜o a famı´lia (iA)A∈C em
que iA : H
∞(A,F )→ H(Ω, F ) e´ a inclusa˜o.
Sejam q uma seminorma τδ-cont´ınua em H(Ω, F ) e A = (Cn) uma cobertura
enumera´vel de Ω. Enta˜o existem n0 ∈ IN e uma constante CA > 0 tais que
q(f) ≤ CA||f ||Cn0 para toda f ∈ H(Ω, F ). Consequentemente iA e´ uma aplicac¸a˜o
τA-cont´ınua e τδ ≤ τi.
Vamos mostrar que toda seminorma τi-cont´ınua tambe´m e´ τδ-cont´ınua.
Seja q uma seminorma τi-cont´ınua. Suponha que q na˜o seja τδ cont´ınua. Enta˜o
existe uma cobertura de abertos enumera´vel e crescente V = (Vn) de Ω tal que para todo
n ∈ IN existe fn ∈ H(Ω, F ) de maneira que q(fn) ≥ n||fn||Vn . Para cada n ∈ IN obtemos
uma constante Mn > 0 tal que ||fn||Vn = Mn. Definamos gn = 1Mnfn para cada n ∈ IN .
Observemos que (gn) ⊂ H(Ω, F ), ||gn||Vn = 1 e q(gn) = 1Mn q(fn) ≥ n 1Mn ||fn||Vn = n.
Consideremos W = (
0
W n) onde
0
Wn e´ o interior de Wn = {x ∈ Ω; ||gm(x)|| ≤
n ∀m ∈ IN}. Vejamos que W e´ uma cobertura aberta enumera´vel de Ω. Sabemos que
a sequeˆncia (gn) e´ tal que ||gn||Vn = 1 e Vm ⊂ Vn para m ≤ n. Assim, dado m ∈ IN
temos que ||gn(x)|| ≤ 1 para todos x ∈ Vm e n ≥ m, donde conclu´ımos que a sequeˆncia
(gn) e´ localmente limitada. Consequentemente W e´ uma cobertura aberta enumera´vel
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e crescente de Ω. Ale´m disso, (gn) ⊂ H∞(W,F ).
Consideremos o espac¸o H∞(W,F ) ⊂ H(Ω, F ). Como a inclusa˜o
(H∞(W,F ), τW )→ (H(Ω, F ), τi)
e´ cont´ınua, existe uma seminorma p 0
Wn0
de (H∞(W,F ), τW ) e existe uma constante
Cn0 tais que q(f) ≤ Cn0p 0
Wn0
(f) para toda f ∈ H∞(W,F ). Enta˜o n ≤ q(gn) ≤
Cn0||gn|| 0
Wn0
≤ Cn0n0 para todo n ∈ IN , absurdo. Logo q e´ τδ-cont´ınua e τδ = τi.

Veremos agora que o Teorema de Linearizac¸a˜o para espac¸os de aplicac¸o˜es holomorfas
definidas em um aberto de um espac¸o localmente convexo pode ser generalizado para
espac¸os de aplicac¸o˜es holomorfas, definidas em um domı´nio de Riemann sobre um
espac¸o localmente convexo E.
Teorema 2.3 (Teorema de Linearizac¸a˜o)
Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente convexo E. Enta˜o
existe um espac¸o localmente convexo completo G(Ω) e uma aplicac¸a˜o δΩ ∈ H(Ω, G(Ω))
tal que sua imagem gera um subespac¸o denso em G(Ω), e com a propriedade de que
para cada espac¸o localmente convexo completo F e cada f ∈ H(Ω, F ) existe uma u´nica
Tf ∈ L(G(Ω), F ) tal que Tf ◦ δΩ = f .
Demonstrac¸a˜o:
Seja A = (Cn) uma cobertura aberta crescente e enumera´vel de Ω e α = (αn) uma
sequeˆncia de nu´meros positivos. Consideremos o espac¸o
H∞(A) = {f ∈ H(Ω); ||f ||Cn <∞ ∀ n}
munido da topologia τA gerada pelas seminormas pCn(f) = supy∈Cn |f(y)| = ||f ||Cn .
Definamos BαA = {f ∈ H(Ω); ||f ||Cn ≤ αn ∀n ∈ IN} ⊂ H∞(A). Para cada f ∈ BαA
temos que pCn(f) = ||f ||Cn ≤ αn para todo n ∈ IN . Enta˜o o conjunto BαA e´ τA-limitado.
Vejamos que BαA e´ τA-fechado. Para tal, tomemos uma sequeˆncia (fn) ⊂ BαA que
converge a f em (H∞(A), τA). Como a topologia em H∞(A) e´ dada pela convergeˆncia
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uniforme sobre os conjuntos Cn, a sequeˆncia (fn) converge pontualmente a f . Con-
sequentemente, obtemos que f ∈ BαA, e em particular BαA e´ um conjunto τA-fechado.
Sabemos pela Proposic¸a˜o 2.2 que o espac¸o H∞(A) e´ um espac¸o de Fre´chet. A partir
da´ı obtemos que BαA e´ um conjunto completo.
Consideremos H∞(A)BαA o subespac¸o de Banach de H
∞(A) gerado pelo conjunto BαA
com a norma dada pelo funcional de Minkowski pBαA e a inclusa˜o cont´ınua
iα : H
∞(A)BαA → (H∞(A), τA). Dadas duas sequeˆncia α = (αn) e β = (βn) de nu´meros
positivos, estabelecemos a relac¸a˜o de ordem α ≤ β se αn ≤ βn para todo n ∈ IN .
Seja f ∈ H∞(A). Considerando β = (Mn) tal que ||f ||Cn ≤ Mn ∀n ∈ IN , temos
que f ∈ H∞(A)BβA , e desta maneira H
∞(A) = ∪αH∞(A)BαA . Podemos estabelecer uma
topologia sobre H∞(A) dada por (H∞(A), τi) = indαH∞(A)BαA .
Mostraremos agora que a topologia τi coincide com a topologia gerada pela sequeˆncia
de seminormas (pCn).
Como para cada sequeˆncia de nu´meros positivos α a inclusa˜o
iα : H
∞(A)BαA → (H∞(A), τA)
e´ cont´ınua, temos que a aplicac¸a˜o identidade
(H∞(A), τi)→ (H∞(A), τA)
tambe´m e´ cont´ınua, e com isso τA ≤ τi.
Suponhamos agora a existeˆncia de uma seminorma q τi-cont´ınua, que na˜o seja τA-
cont´ınua. Enta˜o existe uma sequeˆncia (gn) ⊂ H∞(A) tal que pCn(gn) ≤ 1 e q(gn) ≥ n.
Como, para cada n ∈ IN , supx∈Cn |gn(x)| ≤ 1, temos que supx∈Cn |gm(x)| ≤ 1 para
m ≥ n. Considerando a sequeˆncia α = (αn) definida por
αn = max{1, sup
x∈Cn
|g1(x)|, · · · , sup
x∈Cn
|gn−1(x)|},
obtemos que (gn) ⊂ BαA.
Como (H∞(A), τi) = indαH∞(A)BαA temos que a aplicac¸a˜o inclusa˜o
H∞(A)BαA → (H∞(A), τi) e´ cont´ınua, logo existe uma constante C > 0 tal que q(f) ≤
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CpBαA(f) para toda f ∈ H∞(A)BαA . Dessa maneira n ≤ q(gn) ≤ CpBαA(gn) ≤ C para
todo n ∈ IN , absurdo. Donde conclu´ımos que τi ≤ τA e consequentemente τi = τA.
Pela Proposic¸a˜o 2.2, temos que (H(Ω), τδ) = indAH
∞(A) onde A varia sobre as co-
berturas abertas enumera´veis e crescentes de Ω. Segue que (H(Ω), τδ) = indAindαH
∞(A)BαA
onde A varia sobre as coberturas abertas enumera´veis e crescentes de Ω, e α varia sobre
as sequeˆncias positivas.
Mostraremos que (H(Ω), τδ) = indAindαH
∞(A)BαA = ind(A,α)H
∞(A)BαA onde A
varia sobre as coberturas abertas enumera´veis e crescentes de Ω, e α varia sobre as
sequeˆncias positivas.
Como H(Ω) = ∪AH∞(A) e H∞(A) = ∪αH∞(A)BαA , temos que
H(Ω) = ∪(A,α)H∞(A)BαA . Sabemos que as incluso˜es iα : H∞(A)BαA → (H∞(A), τA)
e iA : (H
∞(A), τA) → (H(Ω), τδ) sa˜o cont´ınuas, enta˜o podemos considerar o se-
guinte espac¸o localmente convexo (H(Ω), τI) = ind(A,α)H
∞(A)BαA . Consideremos a
inclusa˜o cont´ınua iA,α : H
∞(A)BαA → (H(Ω), τδ) tal que iA,α = iA ◦ iα. Como iA,α e´
cont´ınua para cada A e cada α temos que τδ ≤ τI . Por outro lado, como as incluso˜es
H∞(A)BαA → (H(Ω), τI) sa˜o cont´ınuas, temos que a inclusa˜o
(H(Ω), τδ) = indAindαH
∞(A)BαA → (H(Ω), τI)
e´ cont´ınua , e consequentemente τI ≤ τδ. Obtemos enta˜o que τI = τδ.
Pela definic¸a˜o, cada BαA e´ um conjunto convexo, equilibrado e localmente limitado de
H(Ω). Sejam x ∈ Ω e (U, pU) uma carta de Ω tal que x ∈ U . Para cada f ∈ BαA temos
que a aplicac¸a˜o f ◦ p−1U e´ holomorfa. Ale´m disso, como BαA e´ um conjunto localmente
limitado, temos que H = {f ◦p−1U ; f ∈ BαA} tambe´m e´ um conjunto localmente limitado.
Consequentemente, H e´ um conjunto equicont´ınuo e pontualmente limitado. Enta˜o,
dado  > 0 existe um aberto V contendo p(x) tal que |f ◦p−1U (y)−f ◦p−1U (p(x))| <  para
todos y ∈ V e f ∈ BαA. Como pU e´ um homeomorfismo e U e´ um subconjunto aberto
de Ω, temos que W = p−1U (V ) e´ um subconjunto aberto de Ω. Enta˜o |f(z)− f(x)| < 
para todos z ∈ W e f ∈ BαA. Assim, BαA ⊂ H∞(A) e´ um conjunto equicont´ınuo e pon-
tualmente limitado. Pelo Teorema de Ascoli 1.16, obtemos que BαA e´ τc-relativamente
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compacto.
Veremos que BαA e´ um subconjunto τc-fechado, e consequentemente τc-compacto.
Com efeito, seja (fi)i∈I ⊂ BαA uma rede que converge a f em (H(Ω), τc). Em particular,
a rede (fi)i∈I converge a f pontualmente. Como |fi(x)| ≤ αn para todos x ∈ Cn e i ∈ I
temos que |f(x)| ≤ αn para cada x ∈ Cn. Segue que BαA e´ um subconjunto τc-fechado.
SejaG(Ω) o espac¸o localmente convexo completo dos funcionais lineares sobreH(Ω),
cuja restric¸a˜o a cada bola BαA e´ τc-cont´ınuos, com a topologia da convergeˆncia uniforme
sobre os conjuntos BαA.
Como (H(Ω), τδ) = ind(A,α)H
∞(A)BαA , cada H
∞(A)BαA e´ um espac¸o de Banach e as
bolas unita´rias fechadas BαA de H
∞(A)BαA sa˜o τc-compactas, temos pelo Teorema 2.1
que a avaliac¸a˜o
J : (H(Ω), τδ)→ (G(Ω))′i
e´ um isomorfismo topolo´gico. Para cada f ∈ H(Ω) escreveremos J(f) = Jf .
Consideremos a aplicac¸a˜o avaliac¸a˜o δΩ : Ω → G(Ω) definida por δΩ(x)(f) = f(x)
para todos x ∈ Ω e f ∈ H(Ω). Como δΩ(x) ∈ G(Ω) para cada x ∈ Ω, vale a igualdade
Jf ◦ δΩ(x) = δΩ(x)(f) = f(x) para cada x ∈ Ω e f ∈ H(Ω).
Vamos mostrar agora que δΩ e´ uma aplicac¸a˜o holomorfa. Para tal mostraremos que
δΩ ◦ p−1U e´ amplamente limitada e G-holomorfa para toda carta (U, pU) do domı´nio de
Riemann (Ω, p). Com isso veremos que δΩ ◦ p−1U e´ uma aplicac¸a˜o holomorfa para toda
carta (U, pU) do domı´nio de Riemann (Ω, p), e consequentemente δΩ e´ holomorfa.
Seja (U, pU) uma carta de Ω. Para ψ ∈ G(Ω)′, a ∈ p(U) e b ∈ E considere
ψ ◦ δΩ ◦p−1U (a+λb) para λ ∈ {λ ∈ IC; a+λb ∈ p(U)}. Pela sobrejetividade da aplicac¸a˜o
J existe f ∈ H(Ω) tal que Jf = ψ. Segue que
ψ ◦ δΩ ◦ p−1U (a+ λb) = Jf ◦ δΩ ◦ p−1U (a+ λb) = f ◦ p−1U (a+ λb)
para λ ∈ {λ ∈ IC; a+λb ∈ p(U)}. Como f e´ uma aplicac¸a˜o holomorfa temos que f ◦p−1U
e´ uma aplicac¸a˜o holomorfa, e consequentemente ψ ◦ δΩ ◦ pU(a + λb) e´ uma aplicac¸a˜o
holomorfa. Logo δΩ ◦ p−1U e´ G-holomorfa.
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Antes de mostrarmos que a aplicac¸a˜o δU ◦ p−1Ω e´ amplamente limitada, vejamos que
a topologia de G(Ω) e´ dada pelas seminormas pαA(u) = sup{|u(f)|; f ∈ BαA} onde A
varia sobre as coberturas abertas e enumera´veis de Ω e α varia sobre as sequeˆncias
de nu´meros positivos. Dados  > 0, uma sequeˆncia de nu´meros positivos α e uma
cobertura aberta e enumera´vel A de Ω, considere UpαA, = {u ∈ G(Ω); pαA(u) < }.
Se u ∈ 
2
(BαA)
0 temos que |u(f)| < 
2
para todo f ∈ BαA, logo 2(BαA)0 ⊂ UpαA,. Pela
definic¸a˜o da seminorma pαA(u) vemos que UpαA,1 ⊂ BαA0. Obtemos enta˜o que a topologia
de G(Ω) e´ gerada pelas seminormas pαA.
Veremos agora que δΩ ◦ p−1U e´ amplamente limitada. Seja pαA uma das seminormas
que geram a topologia de G(Ω) onde A = (Cn) e´ uma cobertura aberta, enumera´vel e
crescente de Ω e α = (αn) e´ uma sequeˆncia de nu´meros positivos. Como a sequeˆncia
de abertos (Cn) cobre Ω temos que U =
⋃
n(U ∩ Cn) e p(U) =
⋃
n p(U ∩ Cn). Segue
que p(U) = ∪np(U ∩ Cn) onde p(U ∩ Cn) sa˜o conjuntos abertos em E e
pαA(δΩ ◦ p−1U (y)) = sup{|δΩ(p−1U (y))(f)|; f ∈ BαA} ≤ αn
para todos y ∈ p(U ∩ Cn) e n ∈ IN . Assim, δΩ ◦ p−1U e´ amplamente limitada e conse-
quentemente δΩ ◦ p−1U e´ holomorfa. Donde conclu´ımos que δΩ e´ holomorfa.
Vejamos que a imagem de δΩ gera um subespac¸o denso em G(Ω). Suponha que tal
fato na˜o ocorra. Enta˜o existe um funcional linear T ∈ G(Ω)′ tal que T (δΩ(x)) = 0 para
todo x ∈ Ω e T 6= 0. Como J e´ uma aplicac¸a˜o sobrejetiva existe f ∈ H(Ω) na˜o nula
tal que T = Jf . Por outro lado, vale a igualdade
f(x) = δΩ(x)(f) = Jf (δΩ(x)) = T (δΩ(x)) = 0
para cada x ∈ Ω, absurdo.
Para finalizar a demonstrac¸a˜o do Teorema vamos mostrar que dados um espac¸o
localmente convexo completo F e f ∈ H(Ω, F ), existe uma u´nica aplicac¸a˜o linear
Tf ∈ L(G(Ω), F ) tal que Tf ◦ δΩ = f . Para mostrar essa propriedade vamos separar
em treˆs casos.
(1) Vamos supor que F = IC. Seja f ∈ H(Ω). Considerando Tf = Jf , como ja´
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tinhamos observado antes Tf ◦ δΩ = f . Como Tf e´ um funcional linear e δΩ gera um
subespac¸o denso em G(Ω) obtemos que Tf e´ u´nico.
(2) Vamos supor agora que F seja um espac¸o de Banach. Seja f ∈ H(Ω, F ).
Consideremos Tf : G(Ω) → F ′′ tal que Tf (u)(ψ) = Jψ◦f (u) = u(ψ ◦ f) para todos
u ∈ G(Ω) e ψ ∈ F ′.
Para provarmos que a aplicac¸a˜o Tf esta´ bem definida vamos mostrar que Tf (u) ∈ F ′′
para todo u ∈ G(Ω).
Consideremos o conjunto B = {ψ ◦ f : ψ ∈ F ′, ||ψ|| ≤ 1}. Como f e´ holomorfa
temos que e´ localmente limitada. Enta˜o para cada x ∈ Ω existe uma vizinhanc¸a Vx de
x em Ω e Cx > 0 tais que |f(Vx)| ≤ Cx. Consequentemente
|ψ ◦ f(Vx)| ≤ ||ψ||Cx ≤ Cx
para ||ψ|| ≤ 1, donde conclu´ımos que B e´ localmente limitado.
Para cada n ∈ IN definamos Wn = {x ∈ Ω; ||f(x)|| < n}. Como f e´ uma aplicac¸a˜o
cont´ınua temos que W = (Wn) e´ uma cobertura aberta enumera´vel de Ω. Consideremos
BαW onde α = (n)n∈IN . Como
|ψ ◦ f(x)| ≤ ||ψ||||f(x)|| < ||ψ||n ≤ n
para x ∈ Wn e ||ψ|| ≤ 1 temos que B ⊂ BαW .
Seja u ∈ G(Ω). Pela definic¸a˜o de G(Ω) temos que u e´ um funcional linear τc-
cont´ınuo sobre BαW . Enta˜o dado  > 0 existem K ⊂ Ω compacto e C1 > 0 tal que
|u(g)| <  para g ∈ UK,C1 = {g ∈ H(Ω); supx∈K |g(x)| < C1} ∩ BαW . Seja C2 ≥ C1 tal
que supx∈K ||f(x)|| ≤ C2. Para ψ ∈ F ′ tal que ||ψ|| ≤ C1C2 ≤ 1 obtemos que
sup
x∈K
|ψ ◦ f(x)| ≤ ||ψ|| sup
x∈K
||f(x)|| ≤ C1
C2
C2 = C1.
Assim, |Tf (u)(ψ)| = |u(ψ ◦ f)| <  para ψ ∈ F ′ tal que ||ψ|| ≤ C1C2 . Logo Tf (u) e´
cont´ınuo e Tf esta´ bem definida.
Sejam u1, u2 ∈ G(Ω), ψ ∈ F ′ e λ ∈ IC. Temos que
Tf (u1 + λu2)(ψ) = Jψ◦f (u1 + λu2) = u1 + λu2(ψ ◦ f)
= u1(ψ ◦ f) + λu2(ψ ◦ f) = Tf (u1)(ψ) + λTf (u2)(ψ).
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Donde conclu´ımos que Tf e´ uma aplicac¸a˜o linear.
Veremos que Tf e´ uma aplicac¸a˜o cont´ınua.
Sabemos que (BαW )
0 ⊂ B0. Segue que |Tf (u)(ψ)| = |u(ψ ◦ f)| ≤ 1 para u ∈ (BαW )0
e ψ ∈ F ′ tal que ||ψ|| ≤ 1. Donde conclu´ımos que ||Tf (u)|| ≤ 1 para todo u ∈ (BαW )0,
logo Tf ∈ L(G(Ω), F ′′).
Pela definic¸a˜o de Tf obtemos que
Tf (δΩ(x))(ψ) = Tψ◦f (δΩ(x)) = δΩ(x)(ψ ◦ f) = ψ(f(x)) = f(x)(ψ)
para todos x ∈ Ω e ψ ∈ F ′. Consequentemente temos que Tf (δΩ(x)) = f(x) para todo
x ∈ Ω. Como Tf e´ uma aplicac¸a˜o linear e a imagem de δΩ gera um subespac¸o denso
em G(Ω) temos que Tf (g) ∈ F para cada g ∈ G(Ω), logo Tf ∈ L(G(Ω), F ).
Mostraremos agora a unicidade de Tf . Seja S ∈ L(G(Ω), F ) tal que S◦δΩ(x) = f(x)
para todo x ∈ Ω. Segue das linearidades de Tf e de S e do fato da imagem de δΩ gerar
um subespac¸o denso de G(Ω) que Tf = S.
(3)
Suponha agora que F seja um espac¸o localmente convexo completo. Enta˜o
F = projW F̂W onde W varia sobre as vizinhanc¸as convexas e equilibradas de zero em
F e F̂W e´ o completamento de FW . Consideremos a aplicac¸a˜o canoˆnica ΠW : F → F̂W .
Consideremos tambe´m a aplicac¸a˜o canoˆnica ΠWW ′ : F̂W ′ → F̂W quando W ⊂ W ′.
Sabemos que ΠWW ′ ◦ piW ′ = ΠW quando W ⊂ W ′.
Sejam f ∈ H(Ω, F ) e W uma vizinhanc¸a convexa e equilibrada de zero em F .
Como ΠW e´ uma aplicac¸a˜o linear temos que ΠW ◦ f ∈ H(Ω, F̂W ). Segue pela parte
(2) que existe uma u´nica TW ∈ L(G(Ω), F̂W ) tal que TW ◦ δΩ = ΠW ◦ f . Pelo fato de
ΠWW ′ ◦ ΠW ′ = ΠW quando W ′ e´ uma vizinhanc¸a convexa e equilibrada de zero em F
tal que W ⊂ W ′ temos que
ΠWW ′ ◦ TW ′ ◦ δΩ = ΠWW ′ ◦ ΠW ′ ◦ f = ΠW ◦ f.
A unicidade de TW garante que ΠWW ′ ◦ TW ′ = TW quando W ⊂ W ′.
Consideremos Tf : G(Ω) → F = projW F̂W dada por Tf (x) = (TW (x))W∈B0(F )
onde B0(F ) e´ uma base de vizinhanc¸as convexas e equilibradas de zero em F . Como
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ΠWW ′ ◦ TW ′ = TW quando W ⊂ W ′ temos que Tf esta´ bem definida. Usando o fato
de que cada TW e´ uma aplicac¸a˜o linear obtemos que Tf e´ uma aplicac¸a˜o linear. Para
cada W vizinhanc¸a de zero convexa e equilibrada em F temos pela definic¸a˜o de Tf
que ΠW ◦ Tf = TW e consequentemente Tf e´ uma aplicac¸a˜o cont´ınua. Ale´m disso,
obtemos que ΠW ◦ Tf ◦ δΩ(x) = TW ◦ δΩ(x) = ΠW ◦ f(x) para toda vizinhanc¸a convexa
e equilibrada de zero em F . Enta˜o Tf ◦ δΩ(x) = f(x) para todo x ∈ Ω. Como Tf e´
uma aplicac¸a˜o linear cont´ınua e a imagem de δΩ e´ um subespac¸o denso de G(Ω) temos
que Tf e´ a u´nica aplicac¸a˜o em L(G(Ω), F ) tal que Tf ◦ δΩ = f .

Observac¸a˜o 2.4 (a) Se E e´ um espac¸o localmente convexo arbitra´rio, enta˜o (H(Ω), τc)
′ ⊂
G(Ω) ⊂ (H(Ω), τδ)′.
(b) Se E e´ um espac¸o localmente convexo metriza´vel, enta˜o G(Ω) e´ o completamento
de (H(Ω), τc)
′
c.
Demonstrac¸a˜o:
(a)
Segue diretamente da definic¸a˜o dos espac¸os G(Ω), (H(Ω), τδ) e (H(Ω), τc).
(b)
Sabemos pela demonstrac¸a˜o do Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3 que a topologia de
G(Ω) e´ dada pela convergeˆncia uniforme sobre os conjuntos BαA onde A e´ uma cobertura
de abertos crescente e enumera´vel e α e´ uma sequeˆncia de nu´meros positivos. Sabemos
tambe´m que estes conjuntos sa˜o τc-compactos.
Vamos mostrar agora que os conjuntos compactos de (H(Ω), τc) sa˜o localmente
limitados.
Seja K um subconjunto compacto de (H(Ω), τc). Suponha por absurdo que existe
x ∈ Ω tal que para cada vizinhanc¸a Vx de x o conjunto {f(Vx); f ∈ K} na˜o seja
limitado. Seja (U, pU) uma carta contendo x. Temos que o conjunto
{f ◦ P−1U (P (Vx
⋂
U)); f ∈ K}
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tambe´m na˜o e´ limitado para cada vizinhanc¸a Vx de x. Seja (Vn) uma base de vi-
zinhanc¸as de p(x). Enta˜o para cada n ∈ IN existem an ∈ Vn e fn ∈ K tais que
||fn ◦ p−1(an)|| > n. Consideremos o conjunto compacto L = {an;n ∈ IN}
⋃{p(x)}.
Enta˜o supf∈K supy∈L ||f ◦ p−1U (y)|| ≥ ||fn ◦ p−1U (an)|| ≥ n para todo n ∈ IN , absurdo.
Donde conclu´ımos que K e´ localmente limitado.
Na demonstrac¸a˜o do Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3 vimos que todo conjunto local-
mente limitado esta´ contido num conjunto BαA. Segue que os conjuntos dos elementos
que geram as topologias de G(Ω) e de (H(Ω), τc)
′
c coincidem, e portanto geram a mesma
topologia sobre (H(Ω), τc)
′
c. Sabemos tambe´m pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3 que a
imagem da aplicac¸a˜o δΩ gera um subespac¸o denso em G(Ω). Pela Definic¸a˜o 1.69 a ima-
gem de δΩ tambe´m esta´ contida em (H(Ω), τc)
′. Consequentemente o completamento
de (H(Ω), τc)
′
c e´ G(Ω).

Proposic¸a˜o 2.5 Sejam E e F espac¸os localmente convexos com F completo e (Ω, p)
um domı´nio de Riemann sobre E. Enta˜o a aplicac¸a˜o
f ∈ (H(Ω, F ), τc)→ Tf ∈ Lc(G(Ω), F )
onde Tf e´ o u´nico elemento de L(G(Ω), F ) que satisfaz Tf ◦ δΩ = f e´ um isomorfismo
alge´brico cuja inversa e´ cont´ınua.
Demonstrac¸a˜o:
Consideremos a aplicac¸a˜o
T : H(Ω, F )→ L(G(Ω), F ) dada por T (f) = Tf
para cada f ∈ H(Ω, F ).
Seja g ∈ L(G(Ω), F ). Como δΩ ∈ H(Ω, G(Ω)), temos que g ◦ δΩ ∈ H(Ω, F ). Segue
pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3 que existe um u´nico Tg◦δΩ ∈ L(G(Ω), F ) tal que
Tg◦δΩ ◦ δΩ = g ◦ δΩ. Como Tg◦δΩ e g sa˜o aplicac¸o˜es lineares cont´ınuas e a imagem de
δΩ gera um subespac¸o denso em G(Ω), temos que Tg◦δΩ = g. Obtemos assim que T e´
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uma aplicac¸a˜o sobrejetiva. Pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3, para cada f ∈ H(Ω, F )
existe um u´nico Tf ∈ L(G(Ω), F ) tal que Tf ◦ δΩ = f . Logo T e´ uma aplicac¸a˜o injetiva.
Sejam f, h ∈ H(Ω, F ) e λ ∈ IC. Vemos que
Tf+λh ◦ δΩ = f + λh = Tf ◦ δΩ + λTh ◦ δΩ.
Como a imagem de δΩ gera um subespac¸o denso em G(Ω), obtemos que Tf+λh =
Tf + λTh, e assim T e´ uma aplicac¸a˜o linear.
Mostraremos que T−1 : Lc(G(Ω), F )→ (H(Ω, F ), τc) e´ uma aplicac¸a˜o cont´ınua.
Sabemos que a famı´lia P das seminormas que geram a topogia τc e´ constituida
pelas seminormas pβ,K(f) = supx∈K β(f(x)), onde K e´ um subconjunto compacto de
Ω e β e´ uma seminorma cont´ınua de F . Sabemos tambe´m que a topologia Lc(G(Ω), F )
e´ gerada pela famı´lia de seminormas Q = {qβ,L}, onde L e´ um subconjunto compacto,
convexo e equilibrado de G(Ω), e β e´ uma seminorma cont´ınua de F .
Seja pβ,K ∈ P , e conside L = Γ(δΩ(K)) ⊂ G(Ω). Como G(Ω) e´ completo, temos
que L e´ compacto, convexo e equilibrado. Consideremos a seminorma qβ,L ∈ Q. Seja
g ∈ L(G(Ω), F ). Como T e´ uma aplicac¸a˜o sobrejetiva, existe f ∈ H(Ω, F ) tal que
g = Tf e g(δΩ(x)) = Tf (δΩ(x)) = f(x) para cada x ∈ Ω. Segue que
pβ,K(T
−1(g)) = pβ,K(f) = sup
x∈K
β(f(x)) = sup
x∈K
β(Tf (δΩ(x))) ≤ sup
y∈L
β(Tf (y)) = qβ,L(Tf ) = qβ,L(g).
Logo T−1 e´ uma aplicac¸a˜o linear cont´ınua. 
Proposic¸a˜o 2.6 Sejam E e F espac¸os localmente convexos, e seja (Ω, p) um domı´nio
de Riemann sobre E. Uma aplicac¸a˜o f ∈ H(Ω, F ) tem posto finito se, e somente se,
Tf ∈ L(G(Ω), F ) tem posto finito. Neste caso [f(x);x ∈ Ω] = [Tf (g); g ∈ G(Ω)].
Demonstrac¸a˜o: ⇒
Suponha que f tenha posto finito. Pelo Teorema 2.3 existe Tf ∈ L(G(Ω), F ) tal
que Tf (δΩ(x)) = f(x) para todo x ∈ Ω onde δΩ ∈ H(Ω, G(Ω)). Considerando N =
[f(x);x ∈ Ω], vemos que Tf (y) ∈ N para todo y ∈ [δΩ(x), x ∈ Ω].
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Seja g ∈ G(Ω). Como a imagem de δΩ gera um subespac¸o denso em G(Ω), existe
uma rede (yα)α∈I ⊂ [δΩ(x), x ∈ Ω] que converge a g. Pela continuidade de Tf segue que
(Tf (yα))α∈I converge a Tf (g). Como (Tf (yα))α∈I ⊂ N e N e´ um espac¸o de dimensa˜o
finita, portanto fechado, segue que Tf (g) ∈ N . Donde conclu´ımos que [Tf (g); g ∈
G(Ω)] := M ⊂ N e, consequentemente, Tf tem posto finito.
⇐
Suponha que [Tf (g); g ∈ G(Ω)] tenha dimensa˜o finita. Como Tf (δΩ(x)) = f(x) para
cada x ∈ Ω, temos que N ⊂ [Tf (g); g ∈ G(Ω)], e assim N tem dimensa˜o finita. Segue
da demonstrac¸a˜o que [f(x);x ∈ Ω] = [Tf (g); g ∈ G(Ω)].

Proposic¸a˜o 2.7 Sejam E e F espac¸os localmente convexos, com F completo, e (Ω, p)
um domı´nio de Riemann sobre E. Enta˜o uma famı´lia (fi) ⊂ H(Ω, F ) e´ amplamente
limitada se, e somente se, a respectiva famı´lia (Tfi) ⊂ L(G(Ω), F ) e´ equicont´ınua.
Para demonstrar a Proposic¸a˜o 2.7 vamos precisar do seguinte lema.
Lema 2.8 Sejam E um espac¸o localmente convexo, F um espac¸o de Banach e (Ω, p)
um domı´nio de Riemann sobre E. Seja A = (Cn) uma cobertura aberta, crescente e
enumera´vel de Ω, seja α = (αn) uma sequeˆncia de nu´meros positivos, e seja
BαA(F ) = {f ∈ H(Ω, F ); sup
x∈Cn
||f(x)|| ≤ αn ∀n ∈ IN}.
Enta˜o para toda f ∈ H(Ω, F ) sa˜o equivalentes:
(a) f ∈ BαA(F ).
(b) ψ ◦ f ∈ BαA para todo ψ ∈ F ′ com ||ψ|| ≤ 1.
(c) ||Tf (u)|| ≤ 1 para todo u ∈ (BαA)0.
Demonstrac¸a˜o:
Antes de mostrarmos as equivaleˆncias, vejamos que BαA = (B
α
A)
00 em relac¸a˜o ao
sistema dual (H(Ω), G(Ω)).
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Sabemos queBαA e´ um conjunto convexo, equilibrado e τc-fechado pela demonstrac¸a˜o
do Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3.
Como BαA e´ convexo e equilibrado, vale B
α
A = B
α
A
τc
= BαA
σ(H(Ω),(H(Ω),τc)′)
.
Pela Observac¸a˜o 2.4 temos que (H(Ω), τc)
′ ⊂ G(Ω). A partir da´ı, obtemos que BαA
e´ σ((H(Ω), G(Ω))-fechado e, pelo Teorema do Bipolar, BαA = (B
α
A)
00.
(a)⇒ (b)
Sejam f ∈ BαA(F ) e ψ ∈ F ′ tal que ||ψ|| ≤ 1. Para cada x ∈ Cn temos |ψ ◦ f(x)| ≤
||ψ||||f(x)|| ≤ αn, logo ψ ◦ f ∈ BαA.
(b)⇒ (a)
Suponha que ψ ◦ f ∈ BαA para cada ψ ∈ F ′ tal que ||ψ|| ≤ 1. Seja x ∈ Cn
tal que f(x) 6= 0. Pelo Teorema de Hahn-Banach existe ψ ∈ F ′ tal que ψ(f(x)) =
||f(x)|| e ||ψ|| = 1. Vemos enta˜o que ||f(x)|| = ||ψ(f(x))|| ≤ αn. Consequentemente
supx∈Cn ||f(x)|| ≤ αn e f ∈ BαA(F ).
(b)⇒ (c)
Suponha que ψ ◦ f ∈ BαA para cada ψ ∈ F ′ tal que ||ψ|| ≤ 1. Para cada u ∈ (BαA)0
temos
||Tf (u)(ψ)|| = ||Tψ◦f (u)|| = |u(ψ ◦ f)| ≤ 1.
Logo ||Tf (u)|| ≤ 1 para cada u ∈ (BαA)0.
(c)⇒ (b)
Suponha que ||Tf (u)|| ≤ 1 para cada u ∈ (BαA)0. Para cada ψ ∈ F ′ tal que ||ψ|| ≤ 1
temos ||Tf (u)(ψ)|| = |u(ψ ◦ f)|| ≤ 1. Enta˜o ψ ◦ f ∈ (BαA)00 = (BαA) para cada ψ ∈ F ′
tal que ||ψ|| ≤ 1.

Demonstraremos agora a Proposic¸a˜o 2.7.
Demonstrac¸a˜o: Seja F um espac¸o localmente convexo completo. Para cada vizi-
nhanc¸a W convexa e equilibrada de zero em F consideraremos ΠW : F → F̂W tal que
ΠW = iW ◦ ΠW onde ΠW : F → FW e´ a aplicac¸a˜o quociente, iW : FW → F̂W e´ a
inclusa˜o e F̂W e´ o completamento de FW .
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=⇒
Seja (fi)i∈I ⊂ H(Ω, F ) uma famı´lia amplamente limitada. Enta˜o para cada W
vizinhanc¸a convexa e equilibrada de zero em F , a famı´lia (ΠW ◦ fi)i∈I e´ localmente
limitada. Consideremos A = (
0
Wn) onde
0
Wn e´ o interior de
Wn = {x ∈ Ω; ||ΠW ◦ fi(x)|| ≤ n ∀i ∈ I}.
Vejamos que A e´ uma cobertura aberta enumera´vel de Ω. Sabemos que a famı´lia
(ΠW ◦ fi)i∈I e´ localmente limitada. Enta˜o para cada x ∈ Ω existem uma vizinhanc¸a
Vx de x e n ∈ IN tais que ||ΠW ◦ fi(Vx)|| ≤ n para todo i ∈ I. Temos que x ∈
0
Wn
e consequentemente A e´ uma cobertura aberta e enumera´vel de Ω. Como para cada
x ∈
0
Wn temos que ||ΠW ◦fi(x)|| ≤ n para todo i ∈ I, obtemos que (ΠW ◦fi)i∈I ⊂ BαA(F )
onde α = (n)
n∈IN .
Pelo Lema 2.8 segue que ||TΠW ◦fi(u)|| ≤ 1 para cada u ∈ (BαA)0 e para todo i ∈ I.
Como (BαA)
0 e´ uma vizinhanc¸a de zero em G(Ω), a famı´lia (TΠw◦fi)i∈I e´ equicont´ınua.
Para cada i ∈ I sabemos, pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3, que existem uma u´nica
aplicac¸a˜o linear Tfi ∈ L(G(Ω), F ) tal que Tfi ◦ δΩ = fi, e uma u´nica aplicac¸a˜o linear
TΠW ◦fi ∈ L(G(Ω), F̂W ) tal que TΠW ◦fi ◦ δΩ = ΠW ◦ fi . Segue que
TΠW ◦fi ◦ δΩ(x) = ΠW ◦ fi(x) = ΠW ◦ Tfi ◦ δΩ(x).
Como a imagem de δΩ gera um subespac¸o denso em G(Ω), obtemos que TΠW ◦fi =
ΠW ◦ Tfi para cada i ∈ I.
Como a famı´lia (TΠw◦fi)i∈I e´ equicont´ınua, existe B
α
A tal que
||iW ◦ ΠW ◦ Tfi(u)|| = ||ΠW ◦ Tfi(u)|| = ||TΠW ◦fi(u)|| < 1
para u ∈ (BαA)0. Logo Tfi(u) ∈ W para todo u ∈ (BαA)0 e a famı´lia (Tfi)i∈I e´ equi-
cont´ınua.
⇐=
Suponha agora que a famı´lia (Tfi)i∈I seja equicont´ınua. Seja β uma seminorma
cont´ınua em F e defina W = {x ∈ F ; β(x) < 1}. Como W e´ uma vizinhanc¸a aberta,
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convexa e equilibrada de zero em F , existe BαA tal que Tfi(u) ∈ W para cada u ∈ (BαA)0
e para todo i ∈ I. Segue que ||TΠW ◦fi(u)|| = ||ΠW ◦ Tfi(u)|| < 1 para cada u ∈ (BαA)0.
Pelo Lema 2.8 temos que (ΠW ◦ fi) ⊂ BαA(F̂W ). Logo β(fi(x)) ≤ αn para todo x ∈ Wn
e para todo i ∈ I. Donde conclu´ımos que (fi)i∈I e´ uma famı´lia amplamente limitada.

Na pro´xima proposic¸a˜o usaremos a notac¸a˜o do Teorema 1.70.
Proposic¸a˜o 2.9 Seja E um k-espac¸o localmente convexo, seja F um espac¸o local-
mente convexo completo, e (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre E. Enta˜o uma famı´lia
(fi)i∈I ⊂ H(Ω, F ) e´ amplamente limitada se, e somente se, a correspondente famı´lia
(f ′′i )i∈I ⊂ L((H(Ω), τc)′c, F ) e´ equicont´ınua.
Demonstrac¸a˜o:
Como a topologia de G(Ω) tem uma base de vizinhanc¸as de zero dada pelos con-
juntos (BαA)
0 onde A e´ uma cobertura aberta enumera´vel de Ω e α e´ uma sequeˆncia de
nu´meros positivos, e cada BαA e´ τc-compacto, temos que a inclusa˜o
j : (H(Ω), τc)
′
c → G(Ω) e´ cont´ınua.
Seja T ∈ L((H(Ω), τc)′c, F ). Sabemos, pelo Teorema 1.70, que existe uma u´nica
f ∈ H(Ω, F ) tal que T = f ′′ e f ′′◦δΩ = f . Por outro lado, pelo Teorema de Linearizac¸a˜o
2.3, existe uma u´nica aplicac¸a˜o Tf ∈ L(G(Ω), F ) tal que Tf ◦ δΩ = f . Como j e´ uma
aplicac¸a˜o cont´ınua, obtemos que Tf |(H(Ω),τc)′c ∈ L((H(Ω), τc)′c, F ) e Tf |(H(Ω),τc)′c = f ′′.
⇒
Seja (fi)i∈I ⊂ H(Ω, F ) uma famı´lia amplamente limitada. Pela Proposic¸a˜o 2.7, a
respectiva famı´lia (Tfi)i∈I ⊂ L(G(Ω), F ) e´ equicont´ınua.
Como j e´ uma aplicac¸a˜o cont´ınua e (Tfi)i∈I e´ uma famı´lia equicont´ınua, temos
que (Tfi |(H(Ω),τc)′c)i∈I ⊂ L((H(Ω), τc)′c, F ) e´ equicont´ınua. Consequentemente a famı´lia
(f ′′i )i∈I e´ equicont´ınua.
⇐
Seja (fi)i∈I uma famı´lia de aplicac¸o˜es em H(Ω, F ). Sabemos pelo Teorema 1.70 que
a famı´lia (fi)i∈I e´ tal que fi = f ′′i ◦ δΩ para cada i ∈ I.
42
Suponha que a correspondente famı´lia (f ′′i )i∈I seja equicont´ınua.
Seja α uma seminorma cont´ınua em F . Como (f ′′i )i∈I e´ uma famı´lia equicont´ınua,
existe uma vizinhanc¸a W de zero em (H(Ω), τc)
′
c tal que
f ′′i (W ) ⊂ U = {x ∈ F ;α(x) < 1}
para cada i ∈ I. Seja x ∈ Ω. Como δΩ e´ uma aplicac¸a˜o cont´ınua, existe uma vizinhanc¸a
Vx de x tal que δΩ(Vx) ⊂ W + δΩ(x). Segue que f ′′i (δΩ(Vx)) ⊂ f ′′i (W ) + f ′′i (δΩ(x)) ⊂
U + f ′′i (δΩ(x)) para cada i ∈ I. Por outro lado, como W e´ um conjunto absorvente,
existe β > 0 tal que βf ′′i (δΩ(x)) ∈ U para cada i ∈ I. Segue que
α(fi(Vx)) = α(f
′′
i (δΩ(Vx))) ≤ α(U) + α(f ′′i (δΩ(x))) < 1 +
1
β
para cada i ∈ I. Donde conclu´ımos que a famı´lia (fi)i∈I e´ amplamente limitada.

A pro´xima proposic¸a˜o generaliza um resultado de Mujica e Nachbin ([18], Pro-
posic¸a˜o 2.6).
Proposic¸a˜o 2.10 Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente
convexo completo E. Enta˜o E e´ topologicamente isomorfo a um subespac¸o complemen-
tado de G(Ω).
Demonstrac¸a˜o: Sejam a ∈ Ω e (U, pU) uma carta de (Ω, p) tais que a ∈ U . Como
p ◦ p−1U : p(U) → p(U) e´ a aplicac¸a˜o identidade, obtemos que p ◦ pU ∈ H(p(U), E), e
consequentemente p ∈ H(Ω, E).
Pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3, existe T ∈ L(G(Ω), E) tal que
T ◦ δΩ(x) = p(x) para todo x ∈ Ω. Como δΩ ∈ H(Ω, G(Ω)), δΩ ◦ p−1U e´ analitica
em p(a).
Considere S = P 1(δΩ ◦ p−1U )(p(a)) ∈ L(E,G(Ω)) em que P 1(δΩ ◦ p−1U )(p(a)) e´ o
polinoˆmio 1-homogeˆneo de δΩ ◦ p−1U em p(a). Dado y ∈ E, escolhemos r > 0 tal que
p(a) + ξy ∈ p(U) para todo ξ ∈ IC com |ξ| ≤ r. Pela Fo´rmula Integral de Cauchy,
S(y) = P 1(δΩ ◦ p−1U )(p(a))(y) =
1
2pii
∫
|ξ|=r
δΩ ◦ p−1U (p(a) + ξy)
ξ2
dξ.
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A partir da´ı, obtemos pelo Teorema 1.56 que
T ◦ S(y) = T ◦ P 1(δΩ ◦ p−1U )(p(a))(y) = P 1(T ◦ δΩ ◦ p−1U )(p(a))(y)
=
1
2pii
∫
|ξ|=r
T ◦ δΩ ◦ p−1U (p(a) + ξy)
ξ2
dξ =
1
2pii
∫
|ξ|=r
p(a) + ξy
ξ2
dξ = y.
Enta˜o T ◦ S(y) = y para cada y ∈ E, e assim E e´ um subespac¸o complementado
de G(Ω). 
2.2 Linearizac¸a˜o de aplicac¸o˜es G-holomorfas
Nesta sec¸a˜o definiremos os espac¸o de aplicac¸o˜es G-holomorfas definidas em um
domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente convexo E. Ale´m disso, de maneira
ana´loga como feito por Mujica e Nachbin em [18], dado um domı´nio de Riemann
(Ω, p) sobre um espac¸o localmente convexo E, construiremos um subespac¸o vetorial
denso G0(Ω) de G(Ω). Mostraremos tambe´m que vale o Teorema da Linearizac¸a˜o
para aplicac¸o˜es G-holomorfas definidas em um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o
localmente convexo E.
Definic¸a˜o 2.11 Sejam E e F espac¸os localmente convexos e (Ω, p) um domı´nio de Rie-
mann sobre E. Uma aplicac¸a˜o f : Ω→ F e´ dita G-holomorfa se para cada carta (U, pU)
de Ω temos que f ◦ p−1U e´ uma aplicac¸a˜o G-holomorfa. Denotaremos por HG(Ω, F ) o
espac¸o vetorial das aplicac¸o˜es G-holomorfas de Ω em F . Quando F = IC escreveremos
HG(Ω) no lugar de HG(Ω, IC).
Proposic¸a˜o 2.12 Sejam E e F espac¸os localmente convexos e (Ω, p) um domı´nio de
Riemann sobre E. Uma aplicac¸a˜o f : Ω → F e´ holomorfa se, e somente se, f e´
G-holomorfa e cont´ınua.
Demonstrac¸a˜o:
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⇒ Seja f : Ω → F uma aplicac¸a˜o holomorfa. Por definic¸a˜o temos que f ◦ p−1U ∈
H(p(U), F ) para cada carta (U, pU) de Ω. Consequentemente f ◦ p−1U e´ uma aplicac¸a˜o
cont´ınua e G-holomorfa, e assim f e´ uma aplicac¸a˜o cont´ınua e G-holomorfa.
⇐
Suponha que f : Ω → F seja uma aplicac¸a˜o G-holomorfa e cont´ınua. Enta˜o para
cada carta (U, pU) de Ω temos que f ◦ p−1U e´ uma aplicac¸a˜o G-holomorfa e cont´ınua,
donde conclu´ımos que f ◦p−1U ∈ H(p(U), F ). Por definic¸a˜o temos que f e´ uma aplicac¸a˜o
holomorfa.

Construiremos o subespac¸o vetorial G0(Ω).
Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente convexo E. Para
cada subespac¸o de dimensa˜o finita M de E, consideremos o domı´nio de Riemann
(ΩM , pM) onde ΩM = p
−1(M) e pΩM = p|ΩM . Consideremos a inclusa˜o iM : ΩM → Ω.
Pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3 sabemos que δΩ ∈ H(Ω, G(Ω)). Sejam M um
subespac¸o de dimensa˜o finita de E, e (UM , pUM ) uma carta de ΩM . Para cada x ∈ UM
existe uma carta (Ux, pUx) de Ω tal que x ∈ Ux ∩ ΩM ⊂ UM . Como δΩ ∈ H(Ω, G(Ω))
temos que δΩ ◦ p−1Ux ∈ H(p(Ux), G(Ω)). Em particular, obtemos que a aplicac¸a˜o δΩ ◦ pUx
e´ G-holomorfa. Segue que para cada b ∈M e ψ ∈ G(Ω)′ existe uma vizinhanc¸a de zero
Ax em IC tal que a aplicac¸a˜o λ → ψ ◦ δΩ ◦ p−1Ux (p(x) + λb) e´ holomorfa em Ax. Como
pM = p|ΩM e ΩM = p−1(M), temos que
ψ ◦ δΩ ◦ p−1Ux (p(x) + λb) = ψ ◦ δΩ ◦ p−1UM (p(x) + λb).
Segue que a aplicac¸a˜o λ→ ψ◦δΩ◦p−1UM (p(x)+λb) e´ holomorfa em Ax. Donde conclu´ımos
que δΩ ◦ p−1UM e´ uma aplicac¸a˜o G-holomorfa, e consequentemente a aplicac¸a˜o δΩ ◦ iM e´
holomorfa.
Como ΩM e´ um domı´nio de Riemann sobre E temos, pelo Teorema de Linearizac¸a˜o
2.3, que existe uma u´nica aplicac¸a˜o linear piM ∈ L(G(ΩM), G(Ω)) tal que piM ◦ δΩM =
δΩ ◦ iM . Ou seja, o seguinte diagrama e´ comutativo:
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ΩM
iM //
δΩM

Ω
δΩ

G(ΩM) piM
// G(Ω)
Sejam M e N subespac¸os de dimensa˜o finita de E com M ⊂ N . Consi-
deremos a inclusa˜o iNM : ΩM → ΩN . Enta˜o, pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3, existe
uma u´nica aplicac¸a˜o piNM ∈ L(G(ΩM), G(ΩN)) tal que piNM ◦ δΩM = δΩN ◦ iNM . Ou
seja, o seguinte diagrama e´ comutativo:
ΩM
iNM //
δΩM

ΩN
δΩN

G(ΩM) piNM
// G(ΩN)
Como iM = iN ◦ iNM , piN ◦ δΩN = δΩ ◦ iN e piM ◦ δΩM = δΩ ◦ iM obtemos que
piN ◦ piNM ◦ δΩM = δΩ ◦ iN ◦ iNM = δΩ ◦ iM . Segue, pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3,
que piN ◦ piNM = piM . Denotaremos G0(Ω) =
⋃
M
piM(G(ΩM)) onde M varia sobre os
subespac¸os de dimensa˜o finita de E. Consideraremos em G0(Ω) a topologia induzida
por G(Ω).
Teorema 2.13 (Teorema de Linearizac¸a˜o para Aplicac¸o˜es G-Holomorfas) Seja (Ω, p)
um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente convexo E. Enta˜o:
(a) G0(Ω) e´ um subespac¸o denso de G(Ω).
(b) δΩ ∈ H(Ω, G0(Ω))
(c) Para todo espac¸o localmente convexo completo F e toda f ∈ HG(Ω, F ) existe
uma u´nica aplicac¸a˜o linear Tf : G0 → F tal que Tf ◦δΩ = f . Ale´m disso, Tf e´ cont´ınua
se, e somente se, f e´ cont´ınua.
Demonstrac¸a˜o:
(a)
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Seja x ∈ Ω. Sabemos que existe um subespac¸o de dimensa˜o finita M de E tal que
x ∈ ΩM . Como δΩ(x) = piM ◦ δΩM (x) temos que δΩ(x) ∈ piM(G(ΩM)) e consequente-
mente δΩ(x) ∈ G0(Ω).
Pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3 sabemos que a imagem da aplicac¸a˜o δΩ gera um
subespac¸o denso em G(Ω), e consequentemente G0(Ω) e´ um subespac¸o denso de G(Ω).
(b)
Pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3 sabemos que δΩ ∈ H(Ω, G(Ω)) e pelo item (a)
δΩ(x) ∈ G0(Ω) para todo x ∈ Ω.
Seja (U, pU) uma carta do domı´nio de Riemann (Ω, p). Para cada
a ∈ p(U) vamos mostrar que Pm(δΩ ◦ p−1U )(a) ∈ Pm(E,G0(Ω)) para todo m ∈ IN ,
e a partir da´ı obtemos que δΩ ◦ p−1U ∈ H(p(U), G0(Ω)).
Sejam a ∈ p(U), t ∈ E e m ∈ IN . Seja r > 0 tal que a+ ξt ∈ p(U) para todo ξ ∈ IC
tal que |ξ| ≤ r. Como δΩ ∈ H(Ω, G(Ω)) temos, pela Fo´rmula Integral de Cauchy, que
Pm(δΩ ◦ p−1U )(a)(t) =
1
2pii
∫
|ξ|=r
δΩ ◦ p−1U (a+ ξt)
ξm+1
dξ.
Consideremos M o subespac¸o de E gerado por a e t. Sabemos que existe uma u´nica
aplicac¸a˜o linear piM ∈ L(G(ΩM), G(Ω)) tal que piM ◦δΩM (x) = δΩ(x) para todo x ∈ ΩM .
Consequentemente pelo Teorema 1.56,
Pm(δΩ ◦ p−1U )(a)(t) =
1
2pii
∫
|ξ|=r
δΩ ◦ p−1U (a+ ξt)
ξm+1
dξ
=
1
2pii
∫
|ξ|=r
piM ◦ δΩM ◦ p−1U (a+ ξt)
ξm+1
dξ
= Pm(piM ◦ δΩM ◦ p−1U )(a)(t)
= piM ◦ Pm(δΩM ◦ p−1U )(a)(t).
Obtemos enta˜o que Pm(δΩ ◦ p−1U )(a)(t) ∈ piM(G(ΩM)) ⊂ G0(Ω). A partir da´ı
δΩ ◦ p−1U ∈ H(p(U), G0(Ω)), e assim δΩ ∈ H(Ω, G0(Ω)).
(c)
Seja F um espac¸o localmente convexo completo e seja f ∈ HG(Ω, F ).
47
Para cada subespac¸o M de dimensa˜o finita de E, temos que
f ◦ iM ∈ H(ΩM , F ), e pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3 existe uma u´nica aplicac¸a˜o
linear TM ∈ L(G(ΩM), F ) tal que TM ◦ δΩM = f ◦ iM .
Sejam M e N subespac¸os de dimensa˜o finita de E tais que M ⊂ N . Como valem as
igualdades TN◦δΩN = f◦iN , TM◦δΩM = f◦iM , iM = iN◦iNM , e δΩN ◦iNM = piNM◦δΩM ,
obtemos que
f ◦ iM = f ◦ iN ◦ iNM = TN ◦ δΩN ◦ iNM = TN ◦ piNM ◦ δΩM .
Segue, pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3, que TN ◦ piNM = TM . Ou seja, o seguinte
diagrama e´ comutativo:
ΩM
iNM //
δΩM

ΩN
iN //
δΩN

Ω
f

G(ΩM)
TM
AApiNM
// G(ΩN)
TN // F
Consideremos T : G0(Ω) → F dada por T (x) = TM(y) para piM(y) = x. Veremos
que T esta´ bem definida. Sejam M e N subespac¸os de dimensa˜o finita de E tais que
M ⊂ N . Sejam un ∈ G(ΩN) e um ∈ G(ΩM) tais que piN(un) = piM(um). Como
piM = piN ◦ piNM temos que piM(um) = piN ◦ piNM(um) = piN(un). Por outro lado,
sabemos que TM = TN ◦ piNM , e a partir da´ı
TM(um) = TN ◦ piNM(um) = T ◦ piN ◦ piNM(um) = T ◦ piN(un) = TN(un).
Sejam M e N subespac¸os de dimensa˜o finita. Sejam an ∈ G(ΩN) e am ∈ G(ΩM) tais
que piN(an) = piM(am). Consideremos o espac¸o de dimensa˜o finita Z = M ∪ N . Seja
az ∈ G(ΩZ) tal que piZ(az) = piM(am) = piN(an). Como M ⊂ Z e N ⊂ Z temos que
TM(am) = TZ(az) = TN(an).
Obtemos enta˜o que T esta´ bem definida. Podemos ver que T e´ uma aplicac¸a˜o linear.
Como TM ◦ δM = f ◦ iM e T ◦ piM = TM para todo subespac¸o M de dimensa˜o finita
de E temos, pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3, que T e´ a u´nica aplicac¸a˜o linear tal que
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T ◦ piM = TM para todo subespac¸o M de dimensa˜o finita de E. Sejam x ∈ Ω e M um
subespac¸o de dimensa˜o finita de E tais que x ∈ ΩM . Enta˜o
f ◦ iM(x) = TM ◦ δM(x) = T ◦ piM ◦ δΩM ◦ iM(x) = T ◦ δΩ(x).
Suponha que exista uma aplicac¸a˜o linear S : G0(Ω) → F tal que
S ◦ δΩ = f . Segue, para cada subespac¸o M de dimensa˜o finita de E, que
f ◦ iM = S ◦ δΩ ◦ iM = S ◦ piM ◦ δΩM . Consequentemente obtemos que
S ◦ piM = TM = T ◦ piM para cada subespac¸o M de dimensa˜o finita de E, e
assim T = S.
Suponha agora que T seja uma aplicac¸a˜o cont´ınua. Como δΩ tambe´m e´ uma
aplicac¸a˜o cont´ınua, obtemos que f = T ◦ δΩ e´ cont´ınua. Se f e´ uma aplicac¸a˜o cont´ınua
enta˜o Tf tambe´m e´ uma aplicac¸a˜o cont´ınua pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3. Como
Tf |G0(Ω) ∈ L(G0(Ω), F ) e Tf ◦ δΩ = f , temos pela unicidade de T que T = Tf |Go(Ω), e
em particular a aplicac¸a˜o T e´ cont´ınua.

A pro´xima proposic¸a˜o generaliza um resultado de Mujica e Nachbin ([18], Pro-
posic¸a˜o 3.3).
Proposic¸a˜o 2.14 Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente
convexo E. Enta˜o E e´ topologicamente isomorfo a um subespac¸o complementado de
G0(Ω).
Demonstrac¸a˜o: Sejam a ∈ Ω e (U, pU) uma carta de (Ω, p) tais que a ∈ U . Con-
sideremos o polinoˆmio 1-homogeˆneo S = P 1(δΩ ◦ p−1U )(p(a)) ∈ L(E,G0(Ω)). Seja Ê o
completamento de E. Pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3, existe T ∈ L(G(Ω), Ê) tal
que T ◦ δΩ(x) = q(x) para todo x ∈ Ω.
Sabemos pela demonstrac¸a˜o da Proposic¸a˜o 2.10 que T ◦S(y) = y para todo y ∈ E.
Vamos mostrar que T (G0(Ω)) ⊂ E.
Seja M um subespac¸o de dimensa˜o finita de E. Pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3
existe uma u´nica TM ∈ L(G(ΩM),M) tal que TM ◦ δΩM (x) = p(x) para todo x ∈ ΩM .
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Vimos na construc¸a˜o do espac¸o G0(Ω) que piM ◦ δΩM (x) = δΩ(x) para todo x ∈ ΩM
e, como T ◦ piM = TM temos T ◦ piM ◦ δΩM = p(x) para todo x ∈ ΩM . Da unicidade
conclu´ımos que T ◦ piM = TM , e assim T ◦ piM(z) ∈ M para todo z ∈ G(ΩM). Como
G0(Ω) =
⋃
M
piM(G(ΩM)), onde M varia sobre os subespac¸os de dimensa˜o finita de E,
temos que T (x) ∈ E para cada x ∈ G0(Ω). Consequentemente T ◦ S(y) = y para
todos y ∈ E e T ∈ L(G0(Ω), E). Enta˜o E e´ topologicamente isomorfo a um subespac¸o
complementado de G0(Ω). 
2.3 Linearizac¸a˜o de polinoˆmios homogeˆneos
Nesta sec¸a˜o enunciaremos o Teorema de Linearizac¸a˜o para polinoˆmios m-homogeˆneos
provado por Christopher Boyd em [2]. Veremos que se E e F sa˜o espac¸os localmente
convexos, um polinoˆmio P ∈ P (nE,F ) tem posto finito se, e somente se, a correspon-
dente aplicac¸a˜o linear LP ∈ L(Q(nE), F ) tambe´m tem posto finito.
Mostraremos tambe´m de maneira similar a` Proposic¸a˜o 2.7, que se E e F sa˜o espac¸os
localmente convexos, enta˜o uma famı´lia de polinoˆmios m-homogeˆneos (Pi)i∈I e´ ampla-
mente limitada se, e somente se, a correspondente famı´lia (LPi)i e´ equicont´ınua.
Proposic¸a˜o 2.15 ([2], p. 36, Teorema 2.10) Seja E um espac¸o localmente convexo.
Enta˜o para cada n ∈ IN , existe um espac¸o localmente convexo completo Q(nE) e
um polinoˆmio n-homogeˆneo δn ∈ P (nE,Q(nE)) tal que a sua imagem gera um su-
bespac¸o denso em Q(nE) com a propriedade de que, dado um espac¸o localmente convexo
completo F e P ∈ P (nE,F ) existe um u´nico LP ∈ L(Q(nE), F ) tal que P = LP ◦ δn.
Observac¸a˜o 2.16 Sejam E um espac¸o localmente convexo e Q(nE) o espac¸o local-
mente convexo completo dos funcionais lineares φ : P (nE) → IC tais que φ|BV e´ τc-
cont´ınuo onde BV = {P ∈ P (nE), |P (x)| ≤ 1∀x ∈ V } e V e´ uma vizinhanc¸a de zero
convexa equilibrada e fechada. Cada conjunto BV e´ convexo, equilibrado e τc-fechado.
A topologia sobre Q(nE) e´ dada pela convergeˆncia uniforme sobre os conjuntos BV
quando V varia sobre as vizinhanc¸as de zero convexas, equilibradas e fechadas.
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Na demonstrac¸a˜o do Teorema 2.15 em [2], Christopher Boyd mostrou que a ava-
liac¸a˜o J : P (nE) → (Q(nE))′i e´ um isomorfismo topolo´gico, e com isso Q(nE) e´ o
predual de P (nE). Ale´m disso, temos que para cada espac¸o localmente convexo com-
pleto F ,
LP (u)(ψ) = Lψ◦P (u) = J(ψ ◦ P )(u) = u(ψ ◦ P )
para cada P ∈ P (nE,F ), u ∈ Q(nE) e ψ ∈ F ′.
Proposic¸a˜o 2.17 Sejam E e F espac¸os localmente convexos com F completo. Enta˜o a
aplicac¸a˜o Q : Lc(Q(
nE), F )→ (P (nE,F ), τc) dada por Q(g) = g ◦δn e´ um isomorfismo
alge´brico cont´ınuo.
Demonstrac¸a˜o: Pela Proposic¸a˜o 2.15 sabemos que δn ∈ P (nE,Q(nE)). Assim, para
cada g ∈ L(Q(nE), F ) temos que g ◦ δn ∈ P (nE,F ), e desta maneira a func¸a˜o Q esta´
bem definida. Sabemos, pela Proposic¸a˜o 2.15 que para cada P ∈ P (nE,F ) existe um
u´nico g ∈ L(Q(nE), F ) tal que g ◦ δn = P . Em particular, obtemos que a aplicac¸a˜o Q
e´ uma bijec¸a˜o.
A aplicac¸a˜o Q e´ linear. Com efeito, sejam g, f ∈ L(Q(nE), F ) e γ ∈ K. Pela
definic¸a˜o da aplicac¸a˜o Q temos
Q(g + γf) = (g + γf) ◦ δn = g ◦ δn + γf ◦ δn = Q(g) + γQ(g).
Mostraremos que Q e´ cont´ınua.
Sabemos que a famı´lia R das seminormas que geram a topologia τc em P (
nE,F )
e´ constituida pelas seminormas pβ,K(f) = supx∈K β(f(x)) onde K e´ um subconjunto
compacto de E e β e´ uma seminorma cont´ınua em F . Sabemos tambe´m que a topologia
Lc(Q(
nE), F ) e´ gerada pela famı´lia de seminormas S = {pα,L} onde L e´ um subconjunto
compacto, convexo e equilibrado de Q(nE), e α e´ uma seminorma cont´ınua em F .
Seja pβ,K ∈ R, e definamos L = Γ(δn(K)) ⊂ Q(nE). Como Q(nE) e´ completo,
temos que L e´ compacto, convexo e equilibrado. Consideremos a seminorma pβ,L ∈ S.
Para cada g ∈ L(Q(nE), F ) obtemos que
pβ,K(Q(g)) = sup
x∈K
β(g ◦ δn(x)) ≤ sup
y∈L
β(g(y)) = pβ,L(g).
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Donde conclu´ımos que Q e´ uma aplicac¸a˜o cont´ınua.

Proposic¸a˜o 2.18 Sejam E e F espac¸os localmente convexos, e n ∈ IN . Uma aplicac¸a˜o
g ∈ L(Q(nE), F ) tem posto finito se, e somente se, Q(g) = P ∈ P (nE,F ) tem posto
finito. Neste caso [P (x);x ∈ E] = [g(f); f ∈ Q(nE)].
Demonstrac¸a˜o: ⇒ Seja g ∈ L(Q(nE), F ). Pela Proposic¸a˜o 2.17 existe P ∈ P (nE,F )
tal que g(δn(x)) = P (x) para todo x ∈ E. Suponha que P tenha posto finito. Consi-
derando N = [P (x);x ∈ E], vemos que g(y) ∈ N para y ∈ [δn(x), x ∈ E].
Seja f ∈ Q(nE). Como a imagem de δn gera um subespac¸o denso em Q(nE), existe
uma rede (yα)α∈I ⊂ [δn(x), x ∈ E] que converge a f . Pela continuidade de g segue que
g(yα)α∈I converge a g(f). Como (g(yα))α∈I ⊂ N e N e´ um espac¸o de dimensa˜o finita,
portanto fechado, temos que g(f) ∈ N . Donde conclu´ımos que [g(f); f ∈ Q(nE)] :=
M ⊂ N .
⇐ Seja P ∈ P (nE,F ). Pela Proposic¸a˜o 2.15 existe g ∈ L(Q(nE), F ) tal que g ◦
δn(x) = P (x) para todo x ∈ E. Suponha que g tenha posto finito, ou seja que o espac¸o
[g(f); f ∈ Q(nE)] tenha dimensa˜o finita. Logo N = [P (x);x ∈ E] ⊂ [g(f); f ∈ Q(nE)],
e N tem dimensa˜o finita. Segue da demonstrac¸a˜o que [P (x);x ∈ E] = [g(f); f ∈
Q(nE)]. 
Proposic¸a˜o 2.19 Sejam E e F espac¸os localmente convexos com F completo e
n ∈ IN . Enta˜o a famı´lia (Pi)i∈I ⊂ P (nE,F ) e´ amplamente limitada se, e somente
se, a correspondente famı´lia (LPi)i∈I e´ equicont´ınua.
Para provar a Proposic¸a˜o 2.19 precisamos do seguinte resultado:
Lema 2.20 Sejam E um espac¸o localmente convexo, F um espac¸o de Banach e n ∈ IN .
Seja V uma vizinhanc¸a fechada, convexa e equilibrada de zero em E. Se BV (F ) = {P ∈
P (nE,F ); supx∈V ||P (x)|| ≤ 1}, enta˜o para cada P ∈ P (nE,F ) sa˜o equivalentes:
(a) P ∈ BV (F ).
52
(b) ψ ◦ P ∈ BV para todo ψ ∈ F ′ com ||ψ|| ≤ 1.
(c) ||LP (u)|| ≤ 1 para todo u ∈ (BV )0.
Demonstrac¸a˜o:
Antes de mostrarmos as equivaleˆncias, vejamos que BV = (BV )
00 em relac¸a˜o ao
sistema dual (P (nE), Q(nE)).
Sabemos que BV e´ um conjunto convexo, equilibrado e τc-fechado.
Como BV e´ convexo e equilibrado, BV = BV
τc
= BV
σ(P (nE),(P (nE),τc)′)
.
Como cada φ ∈ (P (nE), τc)′ e´ τc-cont´ınua sobre cada conjunto BV de P (nE), temos
que (P (nE), τc)
′ ⊂ Q(nE). A partir da´ı obtemos que BV e´ σ(P (nE), Q(nE))-fechado e
pelo Teorema do Bipolar BV = (BV )
00.
(a)⇒ (b)
Sejam P ∈ BV (F ) e ψ ∈ F ′ tal que ||ψ|| ≤ 1. Para cada x ∈ V obtemos |ψ◦P (x)| ≤
||ψ||||P (x)|| ≤ 1. Consequentemente temos que ψ ◦ P ∈ BV .
(b)⇒ (a)
Suponha que ψ ◦ P ∈ BV para cada ψ ∈ F ′ tal que ||ψ|| ≤ 1. Seja x ∈ V tal
que P (x) 6= 0. Pelo Teorema de Hahn-Banach existe ψ ∈ F ′ tal que ψ(P (x)) =
||P (x)|| e ||ψ|| = 1. Vemos enta˜o que ||P (x)|| = |ψ(P (x))| ≤ 1. Consequentemente
supx∈V ||P (x)|| ≤ 1 e P ∈ BV (F ).
(b)⇒ (c)
Suponha que ψ ◦ P ∈ BV para cada ψ ∈ F ′ tal que ||ψ|| ≤ 1. Para cada u ∈ (BV )0
temos
||LP (u)(ψ)|| = ||Lψ◦P (u)|| = |u(ψ ◦ P )| ≤ 1.
Logo ||LP (u)|| ≤ 1 para cada u ∈ (BV )0.
(c)⇒ (b)
Suponha que ||LP (u)|| ≤ 1 para cada u ∈ (BV )0. Para cada ψ ∈ F ′ tal que ||ψ|| ≤ 1
temos ||LP (u)(ψ)|| = |u(ψ ◦ P )|| ≤ 1. Enta˜o ψ ◦ P ∈ (BV )00 = BV para cada ψ ∈ F ′
tal que ||ψ|| ≤ 1.

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Demonstraremos agora a Proposic¸a˜o 2.19.
Demonstrac¸a˜o: Seja F um espac¸o localmente convexo completo. Para cada vizi-
nhanc¸a W convexa e equilibrada de zero em F consideraremos ΠW : F → F̂W tal que
ΠW = iW ◦ ΠW onde ΠW : F → FW e´ a aplicac¸a˜o quociente, iW : FW → F̂W e´ a
inclusa˜o e F̂W e´ o completamento de FW .
⇒
Seja (Pi)i∈I ⊂ P (nE,F ) uma famı´lia amplamente limitada. Enta˜o para cada vizi-
nhanc¸a W convexa e equilibrada de zero em F temos que a famı´lia
(ΠW ◦Pi)i∈I e´ localmente limitada. Segue que existem uma vizinhanc¸a V fechada, con-
vexa e equilibrada de zero em E e M > 0 tais que supx∈V ||ΠW ◦Pi(x)|| ≤M para todo
i ∈ I. Como (Pi)i∈I e´ uma famı´lia de polinoˆmios n-homogeˆneos temos que (ΠW ◦Pi)i∈I
tambe´m e´ uma famı´lia de polinoˆmios n-homogeˆneos. Segue que ||ΠW ◦Pi(y)|| ≤ 1 para
todos i ∈ I e y ∈ 1n√MV = V ′. Consequentemente (ΠW ◦ Pi)i∈I ⊂ BV ′(F̂W ).
Pelo Lema 2.20 obtemos que ||LΠW ◦Pi(u)|| ≤ 1 para cada u ∈ (BV ′)0 e para todo
i ∈ I. Como (BV ′)0 e´ uma vizinhanc¸a de zero em G(Ω) temos que a famı´lia (LΠW ◦Pi)i∈I
e´ equicont´ınua.
Para cada i ∈ I sabemos, pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.15, que existe uma
u´nica aplicac¸a˜o linear LPi ∈ L(Q(nE), F ) tal que LPi ◦ δn = Pi, e existe uma u´nica
aplicac¸a˜o linear LΠW ◦Pi ∈ L(Q(nE), F̂W ) tal que LΠW ◦Pi ◦ δn = ΠW ◦ Pi . Segue
que LΠW ◦Pi ◦ δn(x) = ΠW ◦ Pi = ΠW ◦ LPi ◦ δn(x). Como LΠW ◦Pi e ΠW ◦ LPi sa˜o
aplicac¸o˜es lineares e a imagem de δn gera um subespac¸o denso em Q(
nE), temos que
LΠW ◦Pi = ΠW ◦ LPi para cada i ∈ I.
Como a famı´lia (LΠW ◦Pi)i∈I e´ equicont´ınua, existe BV tal que ||LΠW ◦Pi(u)|| = ||ΠW ◦
LPi(u)|| < 1 para u ∈ (BV ′)0. Logo LPi(u) ∈ W para todo u ∈ (BV ′)0, e assim a famı´lia
(LPi)i∈I e´ equicont´ınua.
⇐
Suponha agora que a famı´lia (LPi)i∈I seja equicont´ınua. Sejam β uma seminorma
cont´ınua em F e W = {x ∈ F ; β(x) < 1}. Como W e´ uma vizinhanc¸a aberta, convexa
e equilibrada de zero em F , existe BV tal que LPi(u) ∈ W para cada u ∈ (BV )0 e para
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todo i ∈ I. Segue que ||LΠW ◦Pi(u)|| = ||ΠW ◦ LPi(u)|| < 1 para cada u ∈ (BV )0. Pelo
Lema 2.20 temos que (ΠW ◦ Pi) ⊂ BV (F̂W ), e assim β(Pi(x)) ≤ 1 para cada x ∈ V .
Donde conclu´ımos que (Pi)i∈I e´ uma famı´lia amplamente limitada.

Na pro´xima proposic¸a˜o usaremos a notac¸a˜o do Teorema 1.52
Proposic¸a˜o 2.21 Sejam E um espac¸o localmente convexo, F um espac¸o localmente
convexo completo, e n ∈ IN . Enta˜o uma famı´lia (Pi)i∈I ⊂ P (nE,F ) e´ amplamente
limitada se, e somente se, a correspondente famı´lia (P ′′i )i∈I ⊂ L((P (nE), τc)′c, F ) e´
equicont´ınua.
Demonstrac¸a˜o:
⇒
Como a topologia de Q(nE) tem uma base de vizinhanc¸as de zero dada pelos
conjuntos (BV )
0 onde V e´ uma vizinhanc¸a fechada convexa e equilibrada de zero
em E, e cada BV e´ convexo, equilibrado e τc-compacto, obtemos que a inclusa˜o
jn : (P (
nE), τc)
′
c → Q(nE) e´ cont´ınua.
Seja T ∈ L((P (nE)τc)′c, F ). Sabemos pelo Teorema 1.52 e pelo Teorema 1.23 que
existe um u´nico P ∈ P (nE,F ) tal que T = P ′′ e P ′′ ◦ δn = P . Por outro lado,
pelo Teorema de Linearizac¸a˜o para polinoˆmios 2.15, existe uma u´nica aplicac¸a˜o LP ∈
L(Q(nE), F ) tal que LP ◦ δn = P . Como jn e´ uma aplicac¸a˜o cont´ınua temos que
LP |(P (nE),τc)′c ∈ L((P (nE), τc)′c, F ) e LP |(P (nE),τc)′c = P ′′.
Seja (Pi)i∈I ⊂ P (nE,F ) uma famı´lia amplamente limitada. Temos pela Proposic¸a˜o
2.19 que a respectiva famı´lia (LPi)i∈I ⊂ L(Q(nE), F ) e´ equicont´ınua.
Como jn e´ uma aplicac¸a˜o cont´ınua e (LPi)i∈I e´ uma famı´lia equicont´ınua, temos que
(Lpi |(P (nE),τc)′c)i∈I ⊂ L((P (nE), τc)′c, F ) e´ equicont´ınua. Consequentemente a famı´lia
(P ′′i )i∈I e´ equicont´ınua.
⇐
Sabemos pelo Teorema 1.52 e pelo Teorema 1.23 que a famı´lia (Pi)i∈I e´ tal que
Pi = P
′′
i ◦ δn para cada i ∈ I.
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Suponha que (P ′′i )i∈I seja uma famı´lia equicont´ınua.
Seja α uma seminorma cont´ınua em F . Como (P ′′i )i∈I e´ uma famı´lia equicont´ınua,
existe uma vizinhanc¸a de zero W de (P (nE), τc)
′
c tal que
P ′′i (W ) ⊂ U = {x ∈ F ;α(x) < 1}
para cada i ∈ I.
Seja x ∈ E. Como δn e´ uma aplicac¸a˜o cont´ınua, existe uma vizinhanc¸a Vx de x tal
que δn(Vx) ⊂ W + δn(x). Segue que
P ′′i (δn(Vx)) ⊂ P ′′i (W ) + P ′′i (δn(x)) ⊂ U + P ′′i (δn(x))
para cada i ∈ I. Por outro lado, como W e´ um conjunto absorvente existe β > 0 tal
que βP ′′i (δn(x)) ⊂ U para cada i ∈ I. Segue que
sup
y∈Vx
α(Pi(y)) = sup
y∈Vx
α(P ′′i (δn(y))) ≤ sup
z∈U
α(z) + α(P ′′i (δn(x))) < 1 +
1
β
para cada i ∈ I. Donde conclu´ımos que a famı´lia (Pi)i∈I e´ amplamente limitada.

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Cap´ıtulo 3
Espac¸os de func¸o˜es holomorfas em
espac¸os localmente convexos
3.1 A propriedade de aproximac¸a˜o
Nesta sec¸a˜o daremos condic¸o˜es para que os espac¸os de func¸o˜es holomorfas em espac¸os
localmente convexos, e seus preduais, tenham a propriedade de aproximac¸a˜o. Para
provarmos tais condic¸o˜es utilizaremos fortemente o Lema 1.12.
Ale´m disso, veremos que se Ω e´ um domı´nio de Riemann sobre um k-espac¸o local-
mente convexo e se G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, enta˜o (H(Ω), τc) tambe´m
tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
Proposic¸a˜o 3.1 Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente con-
vexo completo E. Se G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, enta˜o E tem a propri-
edade de aproximac¸a˜o.
Demonstrac¸a˜o: Sabemos pela Proposic¸a˜o 2.10 que E e´ isomorfo a um subespac¸o
complementado de G(Ω). Como por hipo´tese G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o,
segue pela Proposic¸a˜o 1.26 (a) que E tambe´m a tem. 
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Proposic¸a˜o 3.2 Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente con-
vexo E. Se G0(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, enta˜o E tem a propriedade de
aproximac¸a˜o.
Demonstrac¸a˜o: Sabemos pela Proposic¸a˜o 2.14 que E e´ isomorfo a um subespac¸o
complementado de G0(Ω). Como por hipo´tese G0(Ω) tem a propriedade de apro-
ximac¸a˜o, segue pela Proposic¸a˜o 1.26 (a) que E tambe´m a tem. 
Proposic¸a˜o 3.3 Sejam E um espac¸o localmente convexo e (Ω, p) um domı´nio de Ri-
emann sobre E. Se G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, enta˜o G0(Ω) tem a
propriedade de aproximac¸a˜o.
Demonstrac¸a˜o: Pelo Teorema 2.13 temos que G0(Ω) e´ um subespac¸o denso em
G(Ω). Segue pela Proposic¸a˜o 1.28 que G0(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o. 
Pelos Teoremas 1.25 e 1.70 podemos obter uma condic¸a˜o necessa´ria e suficiente
para que o espac¸o (H(Ω), τc) tenha a propriedade de aproximac¸a˜o. Tal condic¸a˜o e´
apresentada na pro´xima proposic¸a˜o.
Proposic¸a˜o 3.4 ([5], Corola´rio 2.3) ) Seja E um k-espac¸o localmente convexo e seja
(Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre E. Enta˜o (H(Ω), τc) tem a propriedade de apro-
ximac¸a˜o se, e somente se, H(Ω)⊗ F e´ denso em (H(Ω, F ), τc) para cada espac¸o local-
mente convexo F , ou equivalentemente para cada espac¸o de Banach F .
Proposic¸a˜o 3.5 Sejam E um k-espac¸o localmente convexo, e (Ω, p) um domı´nio de Ri-
emann sobre E. Se G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, enta˜o (H(Ω), τc) tambe´m
tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
Demonstrac¸a˜o: Suponha que G(Ω) tenha a propriedade de aproximac¸a˜o. Segue pelo
Teorema 1.25 que Lc(G(Ω), F ) = G(Ω)′ ⊗ F τc para cada espac¸o de Banach F . Logo,
pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3, para cada f ∈ H(Ω, F ) existe uma rede (gi)i∈I ⊂
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G(Ω)′⊗F que converge a g = Tf em Lc(G(Ω), F ). Como pela Proposic¸a˜o 2.5 a aplicac¸a˜o
T−1 : Lc(G(Ω), F )→ (H(Ω, F ), τc) e´ cont´ınua, temos que a rede (T−1(gi))i∈I converge
a f em (H(Ω), τc). Pela Proposic¸a˜o 2.6 sabemos que a rede (T
−1(gi))i∈I ⊂ H(Ω)⊗ F .
Segue que H(Ω)⊗ F e´ denso em (H(Ω, F ), τc), e pela Proposic¸a˜o 3.4 (H(Ω), τc) tem a
propriedade de aproximac¸a˜o. 
Enunciaremos agora o principal resultado desta sec¸a˜o. Nele daremos uma condic¸a˜o
suficiente para que o espac¸o G(Ω) tenha a propriedade de aproximac¸a˜o.
Proposic¸a˜o 3.6 Sejam E um espac¸o localmente convexo e (Ω, p) um domı´nio de Rie-
mann sobre E. Se para cada espac¸o de Banach F e cada f ∈ H(Ω, F ) existe uma rede
localmente limitada (fi)i∈I ⊂ H(Ω) ⊗ F que converge a f pontualmente, enta˜o G(Ω)
tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
Usaremos o pro´ximo resultado para provar a Proposic¸a˜o 3.6.
Lema 3.7 Sejam E um espac¸o localmente convexo, (Ω, p) um domı´nio de Riemann
sobre E e F um espac¸o localmente convexo completo. Seja f ∈ H(Ω, F ) tal que existe
uma rede amplamente limitada (fi) ⊂ H(Ω)⊗F que converge a f pontualmente. Enta˜o
a rede equicont´ınua (Tfi) esta´ contida em G(Ω)
′ ⊗ F e converge a Tf ∈ L(G(Ω), F )
pontualmente.
Demonstrac¸a˜o:
Pelo Teorema 2.3 sabemos que A = {δΩ(x), x ∈ Ω} gera um subespac¸o denso
em G(Ω). Seja f ∈ H(Ω, F ). Por hipo´tese existe uma rede amplamente limitada
(fi)i∈I ⊂ H(Ω)⊗ F que converge pontualmente a f .
Vamos provar que (Tfi)i∈I converge pontualmente a Tf em A.
Sejam V uma vizinhanc¸a de zero em F e x ∈ Ω. Sabemos que existe i0 ∈ I tal que
fi(x)− f(x) ∈ V para i ≥ i0. Como, pelo Teorema 2.3, para cada g ∈ H(Ω, F ) existe
Tg ∈ L(G(Ω), F ) tal que g(x) = Tg(δΩ(x)) para cada x ∈ Ω, temos que (Tfi)i∈I converge
pontualmente a Tf em A. Como a rede (fi)i∈I e´ amplamente limitada, temos pela
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Proposic¸a˜o 2.7 que a rede (Tfi)i∈I e´ equicont´ınua. Assim, existe uma rede equicont´ınua
(Tfi)i∈I que converge pontualmente a Tf em A. Pelos Lemas 1.10 e 1.12 obtemos que a
rede equicont´ınua (Tfi)i∈I converge pontualmente a Tf em G(Ω). Pela Proposic¸a˜o 2.6
sabemos que (Tfi)i∈I ⊂ G(Ω)′ ⊗ F . Isso completa a demonstrac¸a˜o.

Demonstraremos agora a Proposic¸a˜o 3.6
Demonstrac¸a˜o: Sejam F um espac¸o de Banach e f ∈ H(Ω, F ). Por hipo´tese existe
uma rede localmente limitada (fi)i∈I ⊂ H(Ω)⊗ F que converge pontualmente a f .
Como a rede (fi)i∈I e´ localmente limitada, temos pelo Lema 3.7 que a rede (Tfi)i∈I
e´ equicont´ınua e (Tfi)i∈I ⊂ G(Ω)′ ⊗ F que converge pontualmente a Tf em G(Ω).
Segue que a rede (Tfi)i∈I converge a Tf uniformemente sobre os compactos, convexos
e equilibrados de G(Ω). Como, pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3, para cada g ∈
L(G(Ω), F ) existe f ∈ H(U, F ) tal que Tf = g, obtemos que Lc(G(Ω), F ) = G(Ω)′ ⊗ F ,
e segue pelo Teorema 1.25 que G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o. 
No resultado a seguir daremos condic¸o˜es suficientes para que o completamento do
espac¸o (H(Ω), τc)
′
c tenha a propriedade de aproximac¸a˜o.
Proposic¸a˜o 3.8 Sejam E um k-espac¸o localmente convexo e (Ω, p) um domı´nio de
Riemann sobre E. Se para cada espac¸o de Banach F e cada f ∈ H(Ω, F ) existe uma
rede localmente limitada (fi)i∈I ⊂ H(Ω)⊗F que converge a f em (H(Ω, F ), τc), enta˜o
o completamento do espac¸o (H(Ω), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
Demonstrac¸a˜o:
Sejam F um espac¸o de Banach e g ∈ L( ̂(H(Ω), τc)′c, F ) em que ̂(H(Ω), τc)′c e´ o
completamento de (H(Ω), τc)
′
c. Consideremos o isomorfismo
T ∈ (H(Ω), τc)F → T ◦ δΩ ∈ (H(Ω, F ), τc)
dado pela Proposic¸a˜o 1.70. Por hipo´tese existe uma rede localmente limitada (fi)i∈I ⊂
H(Ω)⊗ F que converge a g ◦ δΩ em (H(Ω, F ), τc).
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Pelo isomorfismo T ∈ (H(Ω), τc)F → T ◦ δΩ ∈ (H(Ω, F ), τc) e pela Proposic¸a˜o 2.9
existe uma rede equicont´ınua (gi)i∈I ⊂ H(Ω) ⊗ F que converge a g em (H(Ω), τc)F .
Em particular, a rede (gi)i∈I converge pontualmente a g em (H(Ω), τc)′c. Pelo Lema
1.12 existe uma rede equicont´ınua (ĝi)i∈I ⊂ ̂(H(Ω), τc)′c
′⊗F que converge pontualmente
a g em ̂(H(Ω), τc)′c. Segue que a rede equicont´ınua (ĝi)i∈I ⊂ ̂(H(Ω), τc)′c
′ ⊗ F converge
a g uniformemente sobre os compactos de ̂(H(Ω), τc)′c. Pela Proposic¸a˜o 1.25 obtemos
que ̂(H(Ω), τc)′c tem a propriedade de aproximac¸a˜o.

O pro´ximo resultado nos da´ uma condic¸a˜o suficiente para que o espac¸o Q(nE) tenha
a propriedade de aproximac¸a˜o.
Proposic¸a˜o 3.9 Seja E um espac¸o localmente convexo e n ∈ IN . Se para cada espac¸o
de Banach F e para cada P ∈ P (nE,F ) existe uma rede localmente limitada (Pi)i∈I ⊂
P (nE) ⊗ F que converge pontualmente a P , enta˜o Q(nE) tem a propriedade de apro-
ximac¸a˜o.
Demonstrac¸a˜o:
Sejam F um espac¸o de Banach e L ∈ L(Q(nE), F ). Pelo Teorema 2.15 sabemos
que {δn(x), x ∈ E} gera um subespac¸o denso em Q(nE) e que L = LP para algum
P ∈ P (nE,F ), isto e´, L ◦ δn = P . Vamos provar a existeˆncia de uma rede (LPi)i∈I ⊂
L(Q(nE), F ) que converge pontualmente a LP ∈ L(Q(nE), F ) em A = {δn(x);x ∈ E}.
Por hipo´tese, existe uma rede localmente limitada (Pi)i∈I ⊂ P (nE)⊗F que converge
pontualmente a P . Assim existe i0 ∈ I tal que Pi(x) − P (x) ∈ V para i ≥ i0. Logo
existe uma rede localmente limitada (Pi)i∈I ⊂ P (nE) ⊗ F tal que (LPi)i∈I converge
pontualmente a LP em A.
Como a rede (Pi)i∈I e´ localmente limitada, obtemos pela Proposic¸a˜o 2.19 que a
rede (LPi)i∈I e´ equicont´ınua. Assim, existe uma rede equicont´ınua (LPi)i∈I que con-
verge pontualmente a LP em A. Pelos Lemas 1.10 e 1.12 temos que a rede equicont´ınua
(LPi)i∈I converge pontualmente a LP em Q(
nE). Em particular, a rede (LPi)i∈I con-
verge a LP uniformemente sobre os conjuntos compactos de Q(
nE). Segue pela Pro-
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posic¸a˜o 2.18 que (LPi)i∈I ⊂ Q(nE)′ ⊗ F . Consequentemente, pelo Teorema 1.25 obte-
mos que Q(nE) tem a propriedade de aproximac¸a˜o. 
No resultado anterior demos uma condic¸a˜o suficiente para que o espac¸o Q(nE)
tenha a propriedade de aproximac¸a˜o. Veremos agora que com esta mesma condic¸a˜o o
completamento do espac¸o (P (nE), τc)
′
c tambe´m tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
Proposic¸a˜o 3.10 Sejam E um k-espac¸o localmente convexo e n ∈ IN . Se para cada
espac¸o de Banach F e cada P ∈ P (nE,F ) existe uma rede localmente limitada (Pi)i∈I ⊂
P (nE) ⊗ F que converge a P em (P (nE,F ), τc), enta˜o o completamento do espac¸o
(P (nE), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
Demonstrac¸a˜o:
Denotaremos por ̂(P (nE), τc)′c o completamento de (P (nE), τc)′c.
Sejam F um espac¸o de Banach e ĝ ∈ L( ̂(P (nE), τc)′c, F ). Denotaremos g =
ĝ|(P (nE),τc)′c .
Consideremos o isomorfismo P ∈ (P (nE,F ), τc) → P ′ ∈ F(P (nE), τc) dado pela
Proposic¸a˜o 1.52. Por hipo´tese para cada P ∈ P (nE,F ) existe uma rede localmente
limitada (Pi)i∈I ⊂ P (mE)⊗ F que converge a P em (P (nE,F ), τc).
Pelo isomorfismo P ∈ (P (nE,F ), τc) → P ′ ∈ F(P (nE), τc), pelo Teorema 1.23 e
pela Proposic¸a˜o 2.21 existe uma rede equicont´ınua (P ′′i )i∈I ⊂ (P (nE), τc)⊗F que con-
verge a g em (P (nE), τc)F . Em particular, a rede (P
′′
i )i∈I converge a g pontualmente
em (P (nE), τc)
′
c.
Pelo Lema 1.12 existe uma rede equicont´ınua (P̂ ′′i)i∈I ⊂ ̂(P (nE), τc)′c
′ ⊗ F que
converge a ĝ pontualmente em ̂(P (nE), τc)′c. Segue que a rede (P̂ ′′i)i∈I ⊂ ̂(P (nE), τc)′c
′⊗
F converge a ĝ uniformemente sobre os compactos de ̂(P (nE), τc)′c. Pelo Teorema 1.25
obtemos que ̂(P (nE), τc)′c tem a propriedade de aproximac¸a˜o. 
Em [1] Aron e Schottenloher mostraram que um k-espac¸o localmente convexo E
tem a propriedade de aproximac¸a˜o se, e somente se, (H(U), τc) tem a propriedade de
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aproximac¸a˜o para um aberto U ⊂ E finitamente Runge. Sabemos que todo aberto
equilibrado e´ finitamente Runge. No pro´ximo resultado Erhan C¸aliskan prova que um
espac¸o de Fre´chet E tem a propriedade de aproximac¸a˜o se, e somente se, (H(U), τc)
tem a propriedade de aproximac¸a˜o para um aberto U ⊂ E equilibrado. O resultado de
C¸aliskan complementa o resultado de Aron e Schottenloher no seguinte sentido:
Teorema 3.11 ([3], Teorema 3.4) Para cada espac¸o localmente convexo E considere
as seguintes condic¸o˜es:
(a) (H(U), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para um (para todo) aberto equi-
librado U ⊂ E.
(b) (H(K), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para um (para todo) compacto
equilibrado K ⊂ E.
(c) (P (nE), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para todo n ∈ IN .
(d) Q(nE) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para todo n ∈ IN .
(e) G(K) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para um (para todo) compacto equi-
librado K ⊂ E.
(f) G(U) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para um (para todo) aberto equilibrado
U ⊂ E.
(g) E tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(h) (P (nE,F ), τc) = P (nE)⊗ F para todo espac¸o localmente convexo F (ou equi-
valentemente para todo espac¸o de Banach F ) e para todo n ∈ IN .
Enta˜o as implicac¸o˜es (a) ⇔ (b) ⇔ (c) ⇒ (g) ⇒ (h), e (d) ⇔ (e) ⇔ (f) sa˜o
sempre verdadeiras. Se E e´ um k-espac¸o localmente convexo, enta˜o (h) ⇒ (c) . Se E
e´ completo, enta˜o (f) ⇒ (g). Se E e´ um espac¸o de Fre´chet, enta˜o todas as condic¸o˜es
sa˜o equivalentes.
O pro´ximo corola´rio melhora um pouco o resultado de Erhan C¸aliskan.
Proposic¸a˜o 3.12 Para cada espac¸o localmente convexo E considere as seguintes condic¸o˜es:
(a) (H(U), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para um (para todo) aberto equi-
librado U ⊂ E.
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(b) (H(K), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para um (para todo) compacto
equilibrado K ⊂ E.
(c) (P (nE), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para todo n ∈ IN .
(d) Q(nE) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para todo n ∈ IN .
(e) G(K) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para um (para todo) compacto equi-
librado K ⊂ E.
(f) G(U) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para um (para todo) aberto equilibrado
U ⊂ E.
(g) G0(U) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para um (para todo) aberto equilibrado
U ⊂ E.
(h) E tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(i) (P (nE,F ), τc) = P (nE)⊗ F para todo espac¸o localmente convexo F (ou equiva-
lentemente para todo espac¸o de Banach F ) e para todo n ∈ IN .
Enta˜o as implicac¸o˜es (a)⇔ (b)⇔ (c)⇒ (h)⇒ (i), e (d)⇔ (e)⇔ (f)⇒ (g)⇒ (h)
sa˜o sempre verdadeiras. Se E e´ um k-espac¸o localmente convexo, enta˜o (i) ⇒ (c) e
(f)⇒ (a) . Se E e´ um espac¸o de Fre´chet, enta˜o todas as condic¸o˜es sa˜o equivalentes.
Demonstrac¸a˜o: Para provar a proposic¸a˜o basta provar que as implicac¸o˜es (f)⇒ (g)
e (g) ⇒ (h) sa˜o verdadeiras quando E e´ um espac¸o localmente convexo, e provar que
a implicac¸a˜o (f)⇒ (a) e´ verdadeira quando E e´ um k-espac¸o localmente convexo.
(f)⇒ (g)
Suponha que G(U) tenha a propriedade de aproximac¸a˜o para um aberto equilibrado
U de um espac¸o localmente convexo E. Enta˜o pela Proposic¸a˜o 3.3 temos que G0(U)
tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(g)⇒ (h)
Suponha que G0(U) tenha a propriedade de aproximac¸a˜o para um aberto equili-
brado U de um espac¸o localmente convexo E. Enta˜o pela Proposic¸a˜o 3.2 temos que E
tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(f)⇒ (a) Suponha que G(U) tenha a propriedade de aproximac¸a˜o para um aberto
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equilibrado U de um k-espac¸o localmente convexo. Enta˜o pela Proposic¸a˜o 3.5 obtemos
que (H(U), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o. 
3.2 A propriedade de aproximac¸a˜o limitada
Nesta sec¸a˜o daremos condic¸o˜es para que os espac¸os de func¸o˜es holomorfas em espac¸os
localmente convexos, e seus preduais, tenham a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
O pro´ximo resultado melhora a Proposic¸a˜o 3.6.
Teorema 3.13 Seja E um espac¸o localmente convexo e seja (Ω, p) um domı´nio de
Riemann sobre E. Sa˜o equivalentes:
(a) Para cada espac¸o localmente convexo completo F e cada f ∈ H(Ω, F ) existe
uma rede amplamente limitada (fi)i∈I ⊂ H(Ω)⊗F que converge a f em (H(Ω, F ), τc).
(b) Para cada f ∈ H(Ω, G(Ω)) existe uma rede amplamente limitada (fi)i∈I ⊂
H(Ω)⊗G(Ω) que converge a f em (H(Ω, G(Ω)), τc).
(c) G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
Demonstrac¸a˜o:
(a)⇒ (b)
Basta considerarmos F = G(Ω).
(b)⇒ (c)
Seja T ∈ L(G(Ω), G(Ω)). Pelo Teorema de Linearizac¸a˜o 2.3 existe g ∈ H(Ω, G(Ω))
tal que T = Tg. Por hipo´tese existe uma rede amplamente limitada (gi)i∈I ⊂ H(Ω) ⊗
G(Ω) que converge a g em (H(Ω, G(Ω)), τc). Em particular, a rede (gi)i∈I converge
pontualmente a g e pelo Lema 3.7 temos que a rede (Tgi)i∈I esta´ contida em G(Ω)
′ ⊗
G(Ω) e converge a Tg ∈ L(G(Ω), G(Ω)) pontualmente em G(Ω). Pelo Teorema 1.30
temos que G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
(c)⇒ (a)
Suponha que G(Ω) tenha a propriedade de aproximac¸a˜o limitada. Enta˜o pelo
Teorema 1.30, para cada espac¸o localmente convexo completo F e para cada g ∈
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L(G(Ω), F ), existe uma rede equicont´ınua (gi)i∈I ⊂ G(Ω)′ ⊗ F que converge pontual-
mente a g em G(Ω). Segue que (gi)i∈I converge uniformemente a g sobre os conjuntos
compactos de G(Ω).
Sejam F um espac¸o localmente convexo completo, e f ∈ H(Ω, F ). Sabemos pelo Te-
orema de Linearizac¸a˜o 2.3 que Tf ∈ L(G(Ω), F ). Assim, existe uma rede equicont´ınua
(gi)i∈I ⊂ G(Ω)′ ⊗ F que converge uniformemente a Tf sobre os conjuntos compactos
convexos e equilibrados de G(Ω). Como a aplicac¸a˜o T−1 : Lc(G(Ω), F )→ (H(Ω, F ), τc)
e´ bijetora e cont´ınua pela Proposic¸a˜o 2.5, e a imagem de uma aplicac¸a˜o de posto finito
e´ uma aplicac¸a˜o de posto finito pela Proposic¸a˜o 2.6, obtemos que a rede (T−1(gi))i∈I ⊂
H(Ω) ⊗ F converge a f em (H(Ω, F ), τc). Como a rede (gi)i∈I e´ equicont´ınua, temos
pela Proposic¸a˜o 2.7 que a rede (T−1(gi))i∈I e´ amplamente limitada.

O pro´ximo resultado melhora a Proposic¸a˜o 3.8.
Proposic¸a˜o 3.14 Seja E um k-espac¸o localmente convexo e seja (Ω, p) um domı´nio
de Riemann sobre E. Se para cada espac¸o localmente convexo completo F e f ∈
H(Ω, F ) existe uma rede amplamente limitada (fi)i∈I ⊂ H(Ω)⊗F que converge a f em
(H(Ω, F ), τc), enta˜o o completamento de (H(Ω), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o
limitada.
Demonstrac¸a˜o: Sejam F um espac¸o localmente convexo completo e g ∈ L(( ̂H(Ω), τc)′c, F )
em que ̂(H(Ω), τc)′c e´ o completamento de (H(Ω), τc)′c. Consideremos o isomorfismo
T ∈ (H(Ω), τc)F → T ◦ δΩ ∈ (H(Ω, F ), τc) dado pela Proposic¸a˜o 1.70 e pelo Teorema
1.23. Por hipo´tese existe uma rede amplamente limitada (fj)j∈J ⊂ H(Ω) ⊗ F que
converge a g ◦ δΩ em (H(Ω, F ), τc).
Pelo isomorfismo T ∈ (H(Ω), τc)F → T ◦ δΩ ∈ (H(Ω, F ), τc) e pela Proposic¸a˜o 2.9,
existe uma rede equicont´ınua (gj)j∈J ⊂ H(Ω) ⊗ F que converge a g em (H(Ω), τc)F .
Em particular, a rede (gj)j∈J converge a g pontualmente em (H(Ω), τc)′c.
Segue do Lema 1.12 que existe uma rede equicont´ınua (ĝj))j∈J ⊂ ̂(H(Ω), τc)′c
′ ⊗
F que converge a g pontualmente em ̂(H(Ω), τc)′c. Pelo Teorema 1.30 obtemos que
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̂(H(Ω), τc)′c tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.

A pro´xima proposic¸a˜o melhora a Proposic¸a˜o 3.9.
Proposic¸a˜o 3.15 Sejam E um espac¸o localmente convexo e n ∈ IN . Sa˜o equivalentes:
(a) Para cada espac¸o localmente convexo completo F e para cada
P ∈ P (nE,F ) existe uma rede amplamente limitada (Pi)i∈I ⊂ P (nE) ⊗ F que con-
verge a P em (P (nE,F ), τc).
(b) Para cada P ∈ P (nE,Q(nE)) existe uma rede amplamente limitada (Pi)i∈I ⊂
P (nE)⊗Q(nE) que converge a P em (P (nE,Q(nE)), τc).
(c) Q(nE) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
Demonstrac¸a˜o:
(a)⇒ (b)
Basta tomarmos F = Q(nE).
(b)⇒ (c)
Pelo Teorema 2.15 temos que dado P ∈ P (nE,Q(nE)) existe um u´nico LP ∈
L(Q(nE), Q(nE)) tal que P (x) = LP ◦ δn(x) para todo x ∈ E. Por hipo´tese existe uma
rede amplamente limitada (Pi)i∈I ⊂ P (nE)⊗Q(nE) que converge a P em (P (nE,Q(nE)), τc).
Em particular, (Pi)i∈I converge pontualmente a P em E, o que implica (LPi)i∈I con-
vergir pontualmente a LP em A = {δn(x);x ∈ E}. Ale´m disso, pela Proposic¸a˜o
2.21, (Pi)i∈I ser amplamente limitada implica em (LPi)i∈I ser equicont´ınua em Q(
nE).
Como o espac¸o gerado por A e´ denso em Q(nE), pelos Lemas 1.10 e 1.12 obtemos que
(LPi)i∈I converge pontualmente a LP em Q(
nE). Como Pi ∈ P (nE) ⊗ Q(nE) para
todo i ∈ I, segue pela Proposic¸a˜o 2.18 que LPi tem posto finito para todo i ∈ i, isto e´,
(LPi)i∈I ⊂ P (nE)⊗Q(nE).
Finalmente observamos que dada L ∈ L(Q(nE), Q(nE)), temos que P = L ◦ δn ∈
P (nE,Q(nE)) e L = LP . Enta˜o, pelo Teorema 1.30 temos queQ(
nE) tem a propriedade
de aproximac¸a˜o limitada.
(c)⇒ (a)
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Suponha que Q(nE) tenha a propriedade de aproximac¸a˜o limitada. Enta˜o, pelo
Teorema 1.30, para cada espac¸o localmente convexo completo F e para cada g ∈
L(Q(nE), F ), existe uma rede equicont´ınua (gi)i∈I ⊂ Q(nE)′ ⊗ F que converge pon-
tualmente a g em Q(nE). Segue que (gi)i∈I converge uniformemente a g sobre os
conjuntos compactos de Q(nE).
Seja P ∈ P (nE,F ). Sabemos pelo Teorema de Linearizac¸a˜o de Polinoˆmios 2.15 que
LP ∈ L(Q(nE), F ). Assim, existe uma rede equicont´ınua (gi)i∈I ⊂ Q(nE)′ ⊗ F que
converge uniformemente a LP sobre os conjuntos compactos convexos e equilibrados
de Q(nE). Como a aplicac¸a˜o Q : Lc(Q(
nE), F )→ (P (nE,F ), τc) e´ bijetora e cont´ınua
pela Proposic¸a˜o 2.17, e ale´m disso e´ tal que a imagem de uma aplicac¸a˜o de posto finito
e´ uma aplicac¸a˜o de posto finito pela Proposic¸a˜o 2.18, a rede (Q(gi))i∈I ⊂ P (nE) ⊗ F
converge a P em (P (nE,F ), τc). Como a rede (gi)i∈I e´ equicont´ınua, obtemos pela
Proposic¸a˜o 2.19 que a rede (gi)i∈I e´ amplamente limitada.

O pro´ximo resultado melhora a Proposic¸a˜o 3.10.
Proposic¸a˜o 3.16 Sejam E um k-espac¸o localmente convexo e n ∈ IN . Se para cada
espac¸o localmente convexo completo F e para cada P ∈ P (nE,F ) existe uma rede
amplamente limitada (Pi)i∈I ⊂ P (nE)⊗ F que converge a P ∈ (P (nE,F ), τc), enta˜o o
completamento de (P (nE), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
Demonstrac¸a˜o: Denotaremos por ̂(P (nE), τc)′c o completamento de (P (nE), τc)′c.
Sejam F um espac¸o localmente convexo completo e ĝ ∈ L( ̂(P (nE), τc)′c, F ). Deno-
taremos g = ĝ|(P (nE),τc)′c .
Consideremos o isomorfismo P ∈ (P (nE,F ), τc) → P ′ ∈ F(P (nE), τc) dado pela
Proposic¸a˜o 1.52. Por hipo´tese, para cada P ∈ P (nE,F ) existe uma rede amplamente
limitada (Pj)j∈J ⊂ P (nE)⊗ F que coverge para P em (P (nE,F ), τc).
Pelo isomorfismo P ∈ (P (nE,F ), τc) → P ′ ∈ F(P (nE), τc), pelo Teorema 1.23 e
pela Proposic¸a˜o 2.21 existe uma rede equicont´ınua (P ′′j )j∈J ⊂ P (nE)⊗F que converge
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a g em (P (nE), τc)F . Em particular, a rede (P
′′
j )j∈J converge a g pontualmente em
(P (nE), τc)
′
c.
Pelo Lema 1.12 existe uma rede equicont´ınua (P̂ ′′j)j∈J ⊂ ̂(P (nE), τc)′c
′⊗F que con-
verge a ĝ pontualmente em ̂(P (nE), τc)′c. Pelo Teorema 1.30 obtemos que ̂(P (nE), τc)′c
tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.

Proposic¸a˜o 3.17 Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente
convexo completo E. Se G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, enta˜o E
tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
Demonstrac¸a˜o: Pela Proposic¸a˜o 2.10 sabemos que E e´ isomorfo a um subespac¸o
complementado de G(Ω). Como por hipo´tese G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o
limitada, segue pela Proposic¸a˜o 1.33 que E tambe´m tem a propriedade de aproximac¸a˜o
limitada. 
Proposic¸a˜o 3.18 ([3], Proposic¸a˜o 3.3) Seja E um espac¸o localmente convexo. Enta˜o
as seguintes condic¸o˜es sa˜o equivalentes:
(a) Q(nE) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, para todo n ∈ IN .
(b) G(U) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, para algum (para todo) aberto
equilibrado U ⊂ E.
(c) G(K) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, para algum (para todo) com-
pacto equilibrado K ⊂ E.
Teorema 3.19 Seja E um espac¸o localmente convexo com uma base de Schauder equi-
cont´ınua. Enta˜o:
(a) Para cada espac¸o localmente convexo F , n ∈ IN e P ∈ P (nE,F ) existe uma
sequeˆncia amplamente limitada (Pm) ⊂ P (nE)⊗F que converge a P em (P (nE,F ), τc).
(b) Q(nE) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, para todo n ∈ IN .
(c) G(U) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, para algum( para todo) U ⊂ E
aberto e equilibrado.
69
(d) G(K) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, para algum (para todo) K ⊂
E compacto e equilibrado.
(e) Para cada espac¸o localmente convexo completo F , U ⊂ E aberto e equilibrado e
f ∈ H(U, F ) existe uma rede amplamente limitada (fi)i∈I ⊂ H(U)′ ⊗ F que converge
a f em (H(U, F ), τc).
Demonstrac¸a˜o:
(a)
Como E tem uma base de Schauder equicont´ınua, existe uma sequeˆncia de opera-
dores equicont´ınuos (Tm) ⊂ E ′ ⊗ E que converge a` identidade de E. Segue que (Tm)
converge uniformemente sobre os compactos a identidade de E.
Sejam F um espac¸o localmente convexo, n ∈ IN , P ∈ P (nE,F ) e K um subconjunto
compacto de E. Dados  > 0 e α ∈ cs(F ) existem uma seminorma cont´ınua q de E e
δ > 0 tais que α(P (x)− P (y)) <  para todos x ∈ K e y ∈ E com q(x− y) < δ.
Como (Tm) converge uniformemente sobre os compactos a IE, existe m0 ∈ IN tal
que q(Tm(x)− x) < δ para m ≥ m0 e x ∈ K. Seque que α(P (Tm(x))− P (x)) <  para
todos x ∈ K e m ≥ m0. Consequentemente (P ◦ Tm) converge a P em (P (nE,F ), τc).
Como (Tm) ⊂ E ′ ⊗ E temos que (P ◦ Tm) ⊂ P (nE)⊗ F .
Vamos mostrar que (P ◦ Tm) e´ uma sequeˆncia amplamente limitada.
Seja α uma seminorma cont´ınua em F . Consideremos a aplicac¸a˜o quociente
piα : F → Fα. Como a sequeˆncia (P ◦ Tm) ⊂ P (nE,F ), a sequeˆncia (piα ◦ P ◦ Tm) ⊂
P (nE,Fα).
Definamos P˜ = piα ◦ P . Como P˜ e´ um polinoˆmio cont´ınuo, e´ limitado em alguma
vizinhanc¸a de zero. Segue da Fo´rmula de Polarizac¸a˜o que existem uma vizinhanc¸a
convexa e equilibrada de zero V em E e M > 0 tais que ||A||V n = M em que A e´ uma
aplicac¸a˜o n-linear tal que P˜ = A ◦∆n.
Como (Tm) e´ uma sequeˆncia equicont´ınua, existe uma vizinhanc¸a convexa e equili-
brada de zero W tal que Tm(W ) ⊂ V para cada m ∈ IN .
Seja z0 ∈ E. Como W e´ absorvente existe β > 0 tal que βz0 ∈ W , e consequente-
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mente βTm(z0) ∈ V para todo m ∈ IN .
Pelo Lema 1.45, dados x, y ∈ E e λ ∈ K, temos que
P˜ (x+ λy) =
n∑
r=0
(nr )A[(x)
n−r(y)r]λr.
Segue para todo m ∈ IN e para todo δ > 0 que
sup
z∈W
||P˜ (Tm(z0 + δz))− P˜ (Tm(z0))|| = sup
z∈W
||P˜ (Tm(z0) + δTm(z))− P˜ (Tm(z0))|| ≤
sup
y∈V
||P˜ (Tm(z0) + δy)− P˜ (Tm(z0))|| ≤ sup
y∈V
||
n−1∑
r=0
(nr )A[(Tm(z0))
n−r(y)r]||δr ≤
n−1∑
r=0
(nr ) sup
y∈V
||A[(Tm(z0))n−r(y)r]||δr =
n−1∑
r=0
(nr )
1
βn−r
sup
y∈V
||A(βTm(z0)n−ryr||δr ≤
n−1∑
r=0
(nr )
M
βn−r
δr = M [(
1
β
+ δ)n − ( 1
β
)n].
Assim, dado  > 0 existe δ > 0 tal que ||P˜ (Tm(z0 + δz)) − P˜ (Tm(z0))|| <  para
todo m ∈ IN . Como W e´ uma vizinhanc¸a de zero, z0 + δW e´ uma vizinhanc¸a de z0.
Obtemos que ||P˜ (Tm(y)) − P˜ (Tm(z0))|| <  para todos y ∈ z0 + δW e m ∈ IN . Segue
para todos m ∈ IN e y ∈ z0 + δW que
|α(P ◦ Tm(y))− α(P ◦ Tm(z0))| ≤ α(P ◦ Tm(y)− P ◦ Tm(z0)) =
||piα(P ◦ Tm(y)− P ◦ Tm(z0))|| = ||piα(P ◦ Tm(y))− piα(P ◦ Tm(z0))|| =
||P˜ (Tm(y))− P˜ (Tm(z0))|| < .
Donde conclu´ımos que a sequeˆncia (α ◦ P ◦ Tm) e´ equicont´ınua.
Como α e´ cont´ınua e (P ◦ Tm) converge uniformemente sobre os compactos de E a
P , (α ◦ P ◦ Tm) converge pontualmente a α ◦ P . Em particular, (α ◦ P ◦ Tm) e´ uma
sequeˆncia pontualmente limitada.
Como a sequeˆncia (α ◦ P ◦ Tm) e´ equicont´ınua, dado a ∈ E existe uma vizinhanc¸a
Va de a tal que |α ◦ P ◦ Tm(x) − α ◦ P ◦ Tm(a)| < 1 para todos x ∈ Va e m ∈ IN . Por
outro lado existe M > 0 tal que α ◦ P ◦ Tm(a) < M para todo m ∈ IN . Segue que
α ◦ P ◦ Tm(x) < 1 + α ◦ P ◦ Tm(a) < 1 + M para todos x ∈ Va e m ∈ IN . Donde
conclu´ımos que a sequeˆncia (P ◦ Tm) e´ amplamente limitada.
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(b)
Por (a) e pela Proposic¸a˜o 3.15, segue que Q(nE) tem a propriedade de aproximac¸a˜o
limitada.
(c) e (d)
Pela Proposic¸a˜o 3.18 temos que G(U), para um U ⊂ E aberto equilibrado, tem
a propriedade de aproximac¸a˜o limitada se, e somente se, G(K) tem a propriedade de
aproximac¸a˜o limitada para um compacto e equilibrado K ⊂ E se, e somente se, Q(nE)
tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada para todo n ∈ IN .
(e)
Se G(U) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada para U ⊂ E aberto equi-
librado, enta˜o pelo Teorema 3.13 temos que para cada espac¸o localmente convexo
completo F , U ⊂ E aberto equilibrado e f ∈ H(U, F ) existe uma rede amplamente
limitada (fi)i∈I ⊂ H(U)′ ⊗ F que converge a f em (H(U, F ), τc). 
Corola´rio 3.20 Seja E um k-espac¸o localmente convexo com uma base de Schauder
equicont´ınua e seja U ⊂ E aberto equilibrado. Enta˜o:
(a) O completamento de (H(U), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
(b) O completamento de (P (nE), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
Demonstrac¸a˜o:
(a)
Pelo item (e) do Teorema 3.19, temos que para cada espac¸o localmente convexo
completo F e f ∈ H(U, F ) existe uma rede amplamente limitada (fi)i∈I ⊂ H(U)′ ⊗ F
que converge a f em (H(U, F ), τc). Segue pela Proposic¸a˜o 3.14 que o completamento
de (H(U), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
(b) Pelo item (a) do Teorema 3.19, para cada espac¸o localmente convexo F e
P ∈ P (nE,F ) existe uma sequeˆncia amplamente limitada (Pn) ⊂ P (nE) ⊗ F que
converge para P em (P (nE,F ), τc). Consequentemente, pela Proposic¸a˜o 3.16 temos
que o completamento de (P (nE), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.

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Corola´rio 3.21 Seja E um k-espac¸o localmente convexo com uma base de Schauder
equicont´ınua e seja U ⊂ E aberto equilibrado. Enta˜o:
(a) (H(U), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(b) (P (nE), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
Demonstrac¸a˜o:
(a)
Pelo item (a) do Corola´rio 3.20 sabemos que o completamento do espac¸o (H(U), τc)
′
c
tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada. Em particular, pela Observac¸a˜o 1.31
temos que o completamento do espac¸o (H(U), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
Segue da Proposic¸a˜o 1.28 que o espac¸o (H(U), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(b)
Pelo item (b) do Corola´rio 3.20 sabemos que o completamento do espac¸o (P (nE), τc)
′
c
tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada. Em particular, pela Observac¸a˜o 1.31 te-
mos que o completamento do espac¸o (P (nE), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
Segue da Proposic¸a˜o 1.28 que o espac¸o (P (nE), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o.

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Cap´ıtulo 4
Espac¸os de func¸o˜es holomorfas em
espac¸os de Fre´chet
4.1 A propriedade de aproximac¸a˜o
Nesta sec¸a˜o daremos condic¸o˜es para que os espac¸os de func¸o˜es holomorfas em espac¸os
de Fre´chet, e seus preduais, tenham a propriedade de aproximac¸a˜o.
Proposic¸a˜o 4.1 Seja X um espac¸o me´trico e seja F um espac¸o localmente convexo.
Se (fn) ⊂ C(X,F ) converge a f ∈ C(X,F ) uniformemente sobre os conjuntos com-
pactos de X, enta˜o a sequeˆncia (fn) e´ amplamente limitada.
Demonstrac¸a˜o: Primeiramente vamos supor que F seja um espac¸o normado.
Seja K ⊂ X um subconjunto compacto. Segue da hipo´tese que existe d > 0 tal que
||fn(x)|| ≤ d para cada x ∈ K e n ∈ IN .
Suponha por absurdo que a sequeˆncia (fn) na˜o seja localmente limitada. Enta˜o
existe uma subsequeˆncia (fnm) da sequeˆncia (fn) e uma sequeˆncia (xm) ⊂ X tais que
xm ∈ B(p, 1m) e ||fnm(xm)|| > m. Pela construc¸a˜o da sequeˆncia (xm) observamos que
esta converge ao ponto p.
Como o conjunto L = {p} ∪ {xm;m ∈ IN} e´ compacto, existe d > 0 tal que
||fn(x)|| < d para todos x ∈ L e n ∈ IN . O que contraria o fato de que ||fnm(xm)|| > m
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para todo m ∈ IN . Logo a sequeˆncia (fn) e´ localmente limitada.
Vamos supor agora que F seja um espac¸o localmente convexo.
Sejam α uma seminorma cont´ınua em F . Como (fn) converge uniformemente a f
sobre os compactos de X, temos que para cada compacto K de X e  > 0 existe n0 ∈ IN
tal que (fn − f)(x) ∈ {y ∈ F ;α(y) < } para todos n ≥ n0 e x ∈ K. Segue que
|α(fn(x))− α(f(x))| ≤ α(fn(x)− f(x)) < 
para todos n ≥ no e x ∈ K. Logo a sequeˆncia (α ◦ fn) converge uniformemente a α ◦ f
sobre os conjuntos compactos de X. Obtemos da primeira parte da demonstrac¸a˜o que
a sequeˆncia (α ◦ fn) e´ localmente limitada. Donde conclu´ımos que (fn) e´ amplamente
limitada. 
Proposic¸a˜o 4.2 Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente con-
vexo metriza´vel E e seja F um espac¸o localmente convexo. Se (fn) ⊂ H(Ω, F ) converge
a f ∈ H(Ω, F ) em (H(Ω, F ), τc), enta˜o (fn) e´ amplamente limitada.
Demonstrac¸a˜o: Seja x0 ∈ Ω. Como p e´ um homeomorfismo local, existe um aberto
U ⊂ Ω contendo x0 tal que p(U) e´ aberto em E e pU = p|U : U → p(U) e´ um
homeomorfismo.
Seja K ⊂ p(U) compacto. Como pU e´ um homeomorfismo, temos que p−1U (K) e´ um
subconjunto compacto de U . Consequentemente p−1U (K) e´ um subconjunto compacto
de Ω. Como (fn) converge a f em (H(Ω, F ), τc), temos que (fn) converge a f unifor-
memente sobre p−1U (K). Segue que (fn ◦ p−1U ) converge a f ◦ p−1U uniformemente sobre
K.
Como pU(U) e´ um aberto em E, segue pela Proposic¸a˜o 4.1 que a sequeˆncia (fn◦p−1U )
e´ amplamente limitada. Enta˜o, dada uma seminorma α ∈ cs(F ), existe uma bola
aberta B(p(x0), r) ⊂ pU(U) tal que (α ◦ fn ◦ p−1U (B(p(x0), r))) e´ limitada. Como
B(p(x0), r) e´ um conjunto aberto em pU(U), obtemos que p
−1
U (B(p(x0), r)) e´ um con-
junto aberto em U . Como U e´ um aberto em Ω, temos que p−1U (B(p(x0), r)) e´ um
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conjunto aberto em Ω. Enta˜o a sequeˆncia (α ◦ fn) e´ limitada em uma vizinhanc¸a de
x0. Donde conclu´ımos que a sequeˆncia (fn) e´ amplamente limitada. 
Teorema 4.3 ([5], Teorema 3.3)
Seja E um espac¸o localmente convexo metriza´vel com uma base de Schauder equi-
cont´ınua e seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann pseudoconvexo conexo sobre E. Enta˜o:
(a) Para cada espac¸o de Banach F e cada f ∈ H(Ω, F ) existe uma sequeˆncia
(fn) ⊂ H(Ω)⊗ F que converge a f em (H(Ω, F ), τc).
(b) (H(Ω), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
O Pro´ximo teorema melhora o Teorema 4.3 de Dineen e Mujica.
Teorema 4.4 Seja E um espac¸o localmente convexo metriza´vel com uma base de
Schauder equicont´ınua, e seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann pseudoconvexo sobre
E. Enta˜o:
(a) Para cada espac¸o de Banach F e cada f ∈ H(Ω, F ) existe uma rede localmente
limitada (fi)i∈I ⊂ H(Ω)⊗ F que converge a f ∈ (H(Ω, F ), τc).
(b) G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(c) G0(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(d) (H(Ω), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(e) (H(Ω), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
Para provar o Teorema 4.4 vamos precisar dos dois pro´ximos lemas.
Lema 4.5 Sejam E e F espac¸os localmente convexos e (Ω, p) um domı´nio de Riemann
sobre E. Se Ω = ∪i∈IΩi onde cada Ωi e´ uma componente conexa de Ω, enta˜o a aplicac¸a˜o
Ψ : (H(Ω, F ), τc)→ Πi∈I(H(Ωi, F ), τc)
dada por Ψ(f) = (fi)i∈I onde fi = f |Ωi e´ um isomorfismo topolo´gico.
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Demonstrac¸a˜o:
Primeiramente mostraremos que cada componente conexa de Ω e´ um subconjunto
aberto de Ω.
Sejam Ωi, com i ∈ I, uma componente conexa de Ω e x ∈ Ωi. Como p e´ um
homeomorfismo local existe um subconjunto aberto U de Ω contendo x tal que p(U) e´
um subconjunto aberto de E e pU : U → p(U) e´ um homeomorfismo.
Seja Wp(x) uma vizinhanc¸a aberta e convexa de p(x) contida em p(U). Como a
aplicac¸a˜o pU e´ um homeomorfismo, temos que p
−1
U (Wp(x)) e´ um subconjunto aberto e
conexo de U . Segue que p−1U (Wp(x)) e´ um subconjunto aberto e conexo de Ω contendo
x. Como Ωi e´ o maior conjunto conexo contendo x, p
−1
U (Wp(x)) ⊂ Ωi. Logo Ωi e´ um
subconjunto aberto de Ω.
Definamos Ψ : (H(Ω, F ), τc) → Πi∈I(H(Ωi, F ), τc) por Ψ(f) = (fi)i∈I onde fi =
f |Ωi . Seja f ∈ H(Ω, F ). Sabemos que para cada i ∈ I a restric¸a˜o f |Ωi ∈ H(Ωi, F ).
Donde conclu´ımos que Ψ esta´ bem definida. Na˜o e´ dif´ıcil ver que a aplicac¸a˜o Ψ e´ uma
aplicac¸a˜o linear e injetiva.
Vejamos agora que Ψ e´ uma aplicac¸a˜o sobrejetiva.
Seja (fi)i∈I ∈ Πi∈IH(Ω, F ). Consideremos f : Ω → F dada por f(x) = fi(x)
quando x ∈ Ωi. Como cada x ∈ Ω esta´ contido em uma u´nica componente conexa de Ωi,
a aplicac¸a˜o f esta´ bem definida. Como as componente conexas de Ω sa˜o subconjuntos
abertos, f e´ uma aplicac¸a˜o cont´ınua.
Como (Ω, p) e´ um domı´nio de Riemann, definindo pi = p|Ωi para cada i ∈ I temos
que (Ωi, pi) e´ um domı´nio de Riemann sobre E.
Seja (U, pU) uma carta de (Ω, p). Podemos escrever U = ∪i∈I(Ωi ∩ U). Definamos
Ui = (Ωi ∩ U) para cada i ∈ I. Como pU : U → p(U) e´ um homeomorfismo, podemos
definir o homeomorfismo piUi : Ui → pi(Ui) em que piUi = pU |Ui . Temos enta˜o que
(Ui, piUi) e´ uma carta de (Ωi, pi) para cada i ∈ I. Como fi ∈ H(Ωi, F ) para cada i ∈ I
temos que fi ◦ p−1i ∈ H(Ui, F ).
Como pU : U → p(U) e´ um homeomorfismo e as componentes conexas de Ω sa˜o
disjuntas, os conjuntos p(Ui) sa˜o disjuntos. Seja y ∈ p(U). Enta˜o existe um u´nico
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i ∈ I tal que y ∈ p(Ui). Como fi ∈ H(Ωi, F ), dados ξ ∈ E e ψ ∈ E ′ a aplicac¸a˜o
ψ ◦ fi ◦ p−1i (y + λξ) e´ holomorfa em alguma vizinhanc¸a de zero em IC. Logo, pelas
definic¸o˜es de f e pi obtemos que ψ ◦ f ◦ p−1(y+λξ) e´ holomorfa em alguma vizinhanc¸a
de zero em IC. Segue que f ◦p−1 e´ G-holomorfa, e consequentemente holomorfa. Donde
conclu´ımos que f e´ holomorfa.
Vamos provar agora que Ψ e´ um isomorfismo topolo´gico.
Seja W uma vizinhanc¸a de zero em Πi∈I(H(Ωi, F ), τc). Podemos escrever W =
Πi∈IWi onde Wi = {f ∈ H(Ωi, F ) : supx∈Ki αi(f(x)) < i} onde i e´ um nu´mero real
positivo, αi e´ uma seminorma em F e Ki ⊂ Ωi compacto para i ∈ I0 = {1, . . . , n} e
Wi = H(Ωi, F ) para i ∈ I \ I0.
Consideremos o compacto K = ∪ni=1Ki, a seminorma α em F tal que αi ≤ α para
i ∈ I0 e  = mini∈I0 i.
Considere a vizinhanc¸a de zero Uα, = {f ∈ H(Ω, F ); supx∈K α(f(x)) < }. Vemos
que, para cada f ∈ Uα,, vale supx∈Ki αi(f(x)) <  ≤ i para cada i ∈ I0. Logo
(fi)i∈I ∈ W . Donde conclu´ımos que Ψ e´ uma aplicac¸a˜o cont´ınua.
Seja V = {f ∈ H(Ω, F ); supx∈K α(f(x)) < } com K ⊂ Ω compacto e  > 0 uma
vizinhanc¸a de zero em H(Ω, F ).
Como as componentes conexas sa˜o subconjuntos abertos e fechados em Ω, existem
i1, . . . , in ∈ I e subconjuntos compactos Kij ⊂ Ωij para j ∈ {1, . . . , n} tais que K =
∪nj=1Kij .
Consideremos a vizinhanc¸a de zero V ′ = Πj∈IWj em F onde
Wj = {gj ∈ H(Ωj, F ); sup
x∈Kj
α(g(x)) <

2
}
para j ∈ {i1, . . . , in} e Wj = H(Ωj, F ) para i ∈ I \ {i1, . . . , in}. Se (fi)i∈I ⊂ V ′, enta˜o
supx∈Kj α(f(x)) <

2
para j ∈ {i1, . . . , in}. Segue que f ∈ V , e consequentemente Ψ
tem inversa cont´ınua. 
Lema 4.6 Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre E tal que Ω = ∪i∈IΩi em que
cada Ωi e´ uma componente conexa de Ω. Se para cada espac¸o localmente convexo F ,
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f ∈ H(Ω, F ) e i ∈ I existe uma sequeˆncia amplamente limitada (f in) ⊂ H(Ωi) ⊗ F
que converge a f |Ωi em (H(Ωi, F ), τc), enta˜o existe uma rede amplamente limitada
(fj)j∈J ⊂ H(Ω)⊗ F que converge a f em (H(Ω, F ), τc).
Demonstrac¸a˜o:
Sejam K ⊂ Ω compacto e F um espac¸o localmente convexo. Na demonstrac¸a˜o
do Lema 4.5 observamos que as componentes conexas Ωi sa˜o subconjuntos abertos de
Ω. Enta˜o existem i1, . . . , in ∈ I e subconjuntos Ki1 ⊂ Ωi1 , . . . , Kin ⊂ Ωin compactos
tais que K = ∪inj=i1Kj. Seja f ∈ H(Ω, F ). Por hipo´tese, para cada i ∈ I existe uma
sequeˆncia amplamente limitada (f in) ⊂ H(Ωi)⊗F que converge a f |Ωi em (H(Ωi, F ), τc).
Enta˜o dados  > 0 e uma seminorma α em F , existe um n0 ∈ IN tal que α(f(x) −
f jn(x)) <  para todos n ≥ n0 e x ∈ Kj com j ∈ I0 = {i1, . . . , in}.
Consideremos fKn : Ω→ F definida por
fKn (x) =
 f in(x) se x ∈ Ωi para i ∈ I00 se x ∈ Ωi para i /∈ I0
Obtemos que a sequeˆncia (fKn ) ⊂ H(Ω) ⊗ F e α(f(x) − fKn (x)) <  para todos
n ≥ n0 e x ∈ K.
Sejam K1, K2 ⊂ Ω compactos e n1, n2 ∈ IN . Consideraremos a seguinte relac¸a˜o de
ordem: (K1, n1) ≤ (K2, n2)⇔ K1 ⊆ K2 e n1 ≤ n2. Definamos o conjunto I = {(K,n) :
K ∈ K(Ω), n ∈ IN}. Dados (K1, n1), (K2, n2) ∈ I vemos que (K1, n1) ≤ (K3, n3)
e (K2, n2) ≤ (K3, n3) onde K3 = K1 ∪ K2 e n3 = max{n1, n2}, e portanto I e´ um
conjunto dirigido.
Consideremos a rede (fKn )(K,n)∈K(Ω)×IN ⊂ H(Ω)⊗F . Dados K0 ⊂ Ω compacto, uma
seminorma α em F e  > 0, existe n0 ∈ IN tal que α(f(x) − fK0n (x)) <  para todos
n ≥ n0 e x ∈ K0. Observemos que para cada n ∈ IN fixo fKn (x) = fK0n (x) para cada
x ∈ K0 e K ⊂ Ω compacto tal que K0 ⊆ K. Consequentemente α(f(x)− fKn (x)) < 
para (K0, n0) ≤ (K,n) e x ∈ K0. Logo a rede (fKn )(K,n)∈K(Ω)×IN converge a f em
(H(Ω, F ), τc).
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Seja x ∈ Ω. Enta˜o existe i0 ∈ I tal que x ∈ Ωi0 . Como a sequeˆncia (f i0n ) e´
amplamente limitada, dada uma seminorma α em F existe uma vizinhanc¸a Vx de x
contida em Ωi0 e c > 0 tal que α(f
i0
n (Vx)) < c para todo n ∈ IN .
Se K ∩ Ωi0 6= ∅, enta˜o fKn (Vx) = f i0n (Vx). Se K ∩ Ωi0 = ∅ enta˜o fKn (Vx) = 0. Logo
α(fKn (Vx)) < c para todos K ⊂ Ω compacto e n ∈ IN . Donde conclu´ımos que a rede
(fKn )(K,n)∈K(Ω)×IN e´ amplamente limitada.

Provaremos agora o Teorema 4.4.
Demonstrac¸a˜o:
(a)
Suponhamos que (Ω, p) seja um domı´nio de Riemann pseudoconvexo sobre E. Po-
demos escrever Ω = ∪i∈IΩi em que cada Ωi e´ uma componente conexa de Ω. Sejam F
um espac¸o de Banach e f ∈ H(Ω, F ). Como cada componente conexa de um domı´nio
de Riemann pseudoconvexo e´ um domı´nio de Riemann pseudoconvexo e conexo sobre
E temos, pelo Teorema 4.3 que para cada i ∈ I existe uma sequeˆncia (hin) ⊂ H(Ωi, F )
que converge a f |Ωi em (H(Ωi, F ), τc). Pela Proposic¸a˜o 4.2 obtemos que a sequeˆncia
(hin) e´ localmente limitada.
Pelo Lema 4.6, existe uma rede localmente limitada (fi)i∈I ⊂ H(Ω, F ) que converge
a f em (H(Ω, F ), τc).
(b)
Pelo item (a), para cada espac¸o de Banach F e cada f ∈ H(Ω, F ) existe uma rede
localmente limitada (fi)i∈I ⊂ H(Ω) ⊗ F que converge a f ∈ (H(Ω, F ), τc). Segue da
Proposic¸a˜o 3.6 que G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(c)
Como G0(Ω) e´ um subespac¸o denso em G(Ω), segue pelo Corola´rio 3.3 que G0(Ω)
tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(d)
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Pela Observac¸a˜o 2.4 sabemos que G(Ω) e´ o completamento de (H(Ω), τc)
′
c. Segue
pela Proposic¸a˜o 1.28 que (H(Ω), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(e)
Como (H(Ω), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o, segue pela Proposic¸a˜o 1.26
(b) que (H(Ω), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o. 
Teorema 4.7 ([5], Corola´rio 3.7) Seja E um espac¸o de Fre´chet separa´vel com a pro-
priedade de aproximac¸a˜o limitada e seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann conexo sobre
E. Enta˜o:
(a) Para cada espac¸o de Banach F e cada f ∈ H(Ω, F ) existe uma sequeˆncia
(fn) ⊂ H(Ω)⊗ F que converge a f em (H(Ω, F ), τc).
(b) (H(Ω), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
O pro´ximo teorema melhora o Teorema 4.7 de Dineen e Mujica.
Teorema 4.8 Seja E um espac¸o de Fre´chet separa´vel com a propriedade de apro-
ximac¸a˜o limitada e seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre E. Enta˜o:
(a) Para cada espac¸o de Banach F e f ∈ H(Ω, F ) existe uma rede localmente
limitada (fi)i∈I ⊂ H(Ω)⊗ F que converge a f em (H(Ω, F ), τc).
(b) G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(c) G0(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(d) (H(Ω), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(e) (H(Ω), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
Demonstrac¸a˜o: (a)
Podemos considerar Ω = ∪i∈IΩi em que cada Ωi e´ uma componente conexa de Ω.
Podemos ver que para cada i ∈ I o par (Ωi, pi) e´ um domı´nio de Riemann conexo sobre
E em que pi = p|Ωi . Pelo Teorema 4.7, para cada espac¸o de Banach F , f ∈ H(Ω, F )
e i ∈ I existe uma sequeˆncia localmente limitada (hin) ⊂ H(Ωi) ⊗ F que converge a
f |Ωi em (H(Ωi, F ), τc). Segue pelo Lema 4.6 que existe uma rede localmente limitada
(hj)j∈J ⊂ H(Ω)⊗ F que converge a f em (H(Ω, F ), τc).
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(b)
Segue de (a) e da Proposic¸a˜o 3.6 que G(Ω) tem a propriedade de apro-
ximac¸a˜o.
(c)
Por (b) G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, segue pela Proposic¸a˜o 3.3 que
G(Ω0) tambe´m tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(d)
Pelo item (b), sabemos que G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o . Como E
e´ um espac¸o de Fre´chet temos pela Observac¸a˜o 2.4 que G(Ω) e´ o completamento de
(H(Ω), τc)
′
c. Segue pela Proposic¸a˜o 1.28 que o espac¸o (H(Ω), τc)
′
c tambe´m tem a pro-
priedade de aproximac¸a˜o.
(e)
Como (H(Ω), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o, segue pela Proposic¸a˜o 1.26
(b) que (H(Ω), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.

Veremos agora que se E e´ Fre´chet-Schwartz e U ⊂ E e´ aberto, enta˜o G(U) tem a
propriedade de aproximac¸a˜o se, e somente se, (H(U), τδ) tem a propriedade de apro-
ximac¸a˜o.
Teorema 4.9 ([8], Corola´rio 2.3)
Seja E um espac¸o de Fre´chet-Schwartz e U ⊂ E aberto. Enta˜o G(U) = (H(U), τδ)′b,
(H(U), τδ) = G(U)
′
b e (H(U), τδ) e´ um espac¸o de Montel.
Proposic¸a˜o 4.10 Sejam E um espac¸o de Fre´chet-Schwartz e U ⊂ E aberto. Enta˜o
sa˜o equivalentes:
a) G(U) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
b) (H(U), τδ) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
Demonstrac¸a˜o:
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Como E e´ um espac¸o de Fre´chet-Schwartz, temos pelo Teorema 4.9 que G(U) =
(H(U), τδ)
′
b e (H(U), τδ) e´ um espac¸o de Montel. ConsequentementeG(U) = (H(U), τδ)
′
b =
(H(U), τδ)
′
c.
(a)⇒ (b)
Enta˜o (H(U), τδ)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o. Segue pela Proposic¸a˜o 1.26
(b) que (H(U), τδ) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(b)⇒ (a)
Como (H(U), τδ) e´ um espac¸o tonelado, temos pela Proposic¸a˜o 1.26 (c) que (H(U), τδ)
′
c
tem a propriedade de aproximac¸a˜o. Logo G(U) tem a propriedade de aproximac¸a˜o. 
Seja E um espac¸o de Banach. Denotaremos por Pwu(
nE) o subespac¸o de todos os
P ∈ P (nE) que sa˜o fracamente uniformemente cont´ınuos sobre os conjuntos limitados
de E, com a topologia induzida pelo espac¸o de Banach P (nE).
Em [6] Dineen e Mujica mostraram que se E e´ um espac¸o de Banach com uma
base de Schauder contra´til, P (nE) = Pwu(
nE), e se U ⊂ E e´ aberto e conexo, enta˜o
(H(U), τδ) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
No Pro´ximo resultado daremos condic¸o˜es sobre um espac¸o de Fre´chet-Schwartz para
que (H(U), τδ) e seu dual tenham a propriedade de aproximac¸a˜o.
Corola´rio 4.11 Seja E um espac¸o de Fre´chet-Schwartz com a propriedade de apro-
ximac¸a˜o limitada e seja U ⊂ E aberto. Enta˜o:
(a) (H(U), τδ) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(b) (H(U), τδ)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
Demonstrac¸a˜o:
(a)
Seja U ⊂ E aberto. Considere o domı´nio de Riemann (U, i) sobre E onde i e´ a
inclusa˜o. Sabemos pelo Teorema 4.8 que G(U) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
Pela Proposic¸a˜o 4.10 segue que (H(U), τδ) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(b)
84
Como (H(U), τδ) e´ um espac¸o tonelado com a propriedade de aproximac¸a˜o, segue
pela Proposic¸a˜o 1.26 (c) que (H(U), τδ)
′
c tambe´m tem a propriedade de aproximac¸a˜o.

4.2 A propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
Nesta sec¸a˜o daremos condic¸o˜es para que os espac¸os de func¸o˜es holomorfas em espac¸os
de Fre´chet, e seus preduais, tenham a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
Teorema 4.12 ([3], Teorema 3.2)
Seja E um espac¸o de Fre´chet. Consideremos as seguintes condic¸o˜es:
(a) (H(U), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, para algum (para todo)
aberto equilibrado U ⊂ E.
(b) (H(K), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, para algum (para todo)
compacto equilibrado K ⊂ E.
(c) (P (nE), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, para todo n ∈ IN .
(d) Q(nE) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, para todo n ∈ IN .
(e) G(K) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, para algum (para todo) com-
pacto equilibrado K ⊂ E.
(f) G(U) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, para algum (para todo) aberto
equilibrado U ⊂ E.
(g) E tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
(h) Para cada espac¸o localmente convexo F , n ∈ IN e P ∈ P (nE,F ) existe uma
rede equicont´ınua (Pi) ⊂ P (nE)⊗ F que converge a P em (P (nE,F ), τc).
Enta˜o: (a) ⇔ (b) ⇔ (c) ⇒ (d) ⇔ (e) ⇔ (f) ⇒ (g) ⇔ (h). Se τc = τω em H(E),
enta˜o todas as condic¸o˜es sa˜o equivalentes.
O Pro´ximo teorema melhora o Teorema 4.12 de C¸aliskan no seguinte sentido:
Teorema 4.13 Seja E um espac¸o de Fre´chet. Considere as condic¸o˜es:
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(a) (H(U), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, para algum (para todo)
aberto equilibrado U ⊂ E.
(b) (H(K), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, para algum (para todo)
compacto equilibrado K ⊂ E.
(c) (P (nE), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, para todo n ∈ IN .
(d) Q(nE) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, para todo n ∈ IN .
(e) G(K) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, para algum (para todo) com-
pacto equilibrado K ⊂ E.
(f) G(U) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada, para algum (para todo) aberto
equilibrado U ⊂ E.
(g) E tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
(h) Para cada espac¸o localmente convexo F , n ∈ IN e P ∈ P (nE,F ) existe uma
sequeˆncia amplamente limitada (Pk) ⊂ P (nE)⊗F que converge a P em (P (nE,F ), τc).
(i) Para cada espac¸o localmente convexo completo F , U ⊂ E equilibrado e f ∈
H(U, F ) existe uma rede amplamente limitada (fi)i∈I ⊂ H(U)′ ⊗ F que converge a f
em (H(U, F ), τc).
Enta˜o (a)⇔ (b)⇔ (c)⇒ (d)⇔ (e)⇔ (f)⇒ (g).
Se um adic¸a˜o E e´ separa´vel, enta˜o (a) ⇔ (b) ⇔ (c) ⇒ (d) ⇔ (e) ⇔ (f) ⇔ (g) ⇔
(h)⇔ (i).
Demonstrac¸a˜o: Ja´ sabemos pelo Teorema 4.12 que (a)⇔ (b)⇔ (c)⇒ (d)⇔ (e)⇔
(f)⇒ (g).
Vamos supor agora que E e´ um espac¸o separa´vel.
(g)⇒ (h)
Suponha que E tenha a propriedade de aproximac¸a˜o limitada. Por resultado de
Pelczynski ([21], Teorema 1), existem espac¸os de Fre´chet M e N , tendo M uma base
de Schauder, tais que M = E ⊕ N . Considere pi : M → E a projec¸a˜o canoˆnica e a
aplicac¸a˜o linear G : E →M tal que G(x) = (x, 0).
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Sejam F um espac¸o localmente convexo e P ∈ P (nE,F ). Como P ◦ pi ∈ P (nM,F )
e toda base de Schauder em um espac¸o de Fre´chet e´ equicont´ınua, temos pelo Teorema
3.19 que existe uma sequeˆncia amplamente limitada (Pm) ⊂ P (nM)⊗ F que converge
a P ◦ pi em (P (nM,F ), τc). Segue que a sequeˆncia (Pm ◦G) converge a P ◦ pi ◦G = P
em (P (nE,F ), τc). Como (Pm) ⊂ P (nM)⊗F , temos que (Pm ◦G) ⊂ P (nE)⊗F . Pela
Proposic¸a˜o 4.1 temos que a sequeˆncia (Pm ◦G) e´ amplamente limitada.
(h)⇒ (d)
Segue de (h) e da Proposic¸a˜o 3.15 que Q(nE) tem a propriedade de aproximac¸a˜o
limitada.
(f)⇔ (i)
Pelo Teorema 3.13 ocorre tal equivaleˆncia.
O que completa a demonstrac¸a˜o.

Exemplo 4.14 ([3], Teorema 3.3)
Seja E um espac¸o de Fre´chet-Schwartz e seja U ⊂ E um aberto equilibrado. Enta˜o
E tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada se, e somente se, (H(U), τc) tem a
propriedade de aproximac¸a˜o limitada se, e somente se, G(U) tem a propriedade de
aproximac¸a˜o limitada.
Proposic¸a˜o 4.15 Se E e´ um espac¸o de Fre´chet-Schwartz e U ⊂ E aberto, enta˜o sa˜o
equivalentes:
a) G(U) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
b) (H(U), τδ) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.
Demonstrac¸a˜o:
Como E e´ um espac¸o Fre´chet-Schwartz, temos pelo Teorema 4.9 que G(U) =
(H(U), τδ)
′
b e (H(U), τδ) e´ um espac¸o de Montel, consequentementeG(U) = (H(U), τδ)
′
b =
(H(U), τδ)
′
c. Segue pelo Corola´rio 1.34 que (H(U), τδ) tem a propriedade de apro-
ximac¸a˜o limitada se, e somente se, G(U) tem a propriedade de aproximac¸a˜o limitada.

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Cap´ıtulo 5
Espac¸os de func¸o˜es holomorfas em
espac¸os (DFC)
5.1 A propriedade de aproximac¸a˜o
Nesta sec¸a˜o daremos condic¸o˜es para que os espac¸os de func¸o˜es holomorfas em espac¸os
(DFC), e seus preduais, tenham a propriedade de aproximac¸a˜o.
Lema 5.1 ([5], Lema 4.1) Seja E um espac¸o (DFC) e seja (Ω, p) um domı´nio de
Riemann pseudoconvexo e conexo sobre E. Enta˜o:
(a) Ω e´ hemicompacto.
(b) Existe α ∈ cs(E) tal que dαΩ(x) > 0 para todo x ∈ Ω, existe um domı´-
nio de Riemann (Ωα, pα) conexo e pseudoconvexo sobre Eα e existe um
piα-morfismo pi
∗
α : Ω → Ωα em que piα e´ a aplicac¸a˜o linear de E no espac¸o quociente
Eα = (E,α)/α
−1(0) munido da norma α(x) = inf{α(y); y ∈ x}.
(c) Para cada f ∈ H(Ω, F ), onde F e´ um espac¸o de Banach, podemos escolher
uma seminorma α e um domı´nio Ωαem (b) de maneira que f = fα ◦ pi∗α para toda
fα ∈ H(Ωα, F ).
Se (Ω, p) e´ um domı´nio de Riemann conexo e pseudoconvexo sobre um espac¸o (DFC)
E, enta˜o A(Ω) denota a famı´lia de todas as seminormas α ∈ cs(E) que verificam o
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item (b) do Lema 5.1.
Teorema 5.2 ([5], Teorema 4.2) Seja E um espac¸o (DFC) com a propriedade de
aproximac¸a˜o, e seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann pseudoconvexo e conexo sobre E.
Enta˜o:
(a) E e´ o limite projetivo de uma famı´lia de espac¸os normados (Gi)i∈I , onde cada
um tem uma base de Schauder epuicont´ınua. Ale´m disso, para cada α ∈ cs(E) existem
i ∈ I e Ci ∈ L(Gi, Eα) tais que Ci ◦ σi = piα onde σi ∈ L(E,Gi) denota a aplicac¸a˜o
canoˆnica.
(b) Para cada α ∈ A(Ω), existe um domı´nio de Riemann pseudoconvexo (Ωi, pi)
sobre Gi, existe um σi-morfismo σ
∗
i : Ω→ Ωi , e existe um Ci-morfismo C∗i : Ωi → Ωα
tal que C∗i ◦ σ∗i = pi∗α.
(c) Para cada f ∈ H(Ω, F ), onde F e´ um espac¸o de Banach, podemos escolher um
domı´nio de Riemann (Ωi, pi) em (b) tal que f = fi ◦ σ∗i para f ∈ H(Ωi, F ).
Definic¸a˜o 5.3 Sejam E e F espac¸os localmente convexos, sejam (Ω, p) e (Ω˜, p˜) domı´nios
de Riemann sobre E e seja j : (Ω, p) → (Ω˜, p˜) um morfismo. Para cada f ∈ H(Ω, F )
dizemos que f˜ ∈ H(Ω˜, F ) e´ uma extensa˜o de f se f˜ ◦ j = f .
Definic¸a˜o 5.4 Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o localmente con-
vexo quase completo E. O τc-espectro de H(Ω), denotado por S(H(Ω), τc), e´ o con-
junto de todos os funcionais lineares multiplicativos e τc-cont´ınuos sobre H(Ω). Seja
Ω : Ω → S(H(Ω), τc) a aplicac¸a˜o avaliac¸a˜o dada por Ω(x)(f) = f(x) para toda
f ∈ H(Ω) e cada x ∈ Ω. Para cada f ∈ H(Ω) definimos f̂ : S(H(Ω), τc) → IC por
f̂(T ) = T (f) para cada T ∈ S(H(Ω), τc).
Observac¸a˜o 5.5 ([5]) Considerando (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre um espac¸o
localmente convexo quase completo E, temos pelo Teorema de Mackey-Arens que existe
uma aplicac¸a˜o piΩ : S(H(Ω), τc) → E tal que φ ◦ piΩ(T ) = T (φ ◦ p) para todos T ∈
S(H(Ω), τc) e φ ∈ E ′.
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Teorema 5.6 ([5], Teorema 3.6) Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann conexo sobre um
espac¸o localmente convexo quase completo E. Enta˜o existe uma topologia de Hausdorff
em S(H(Ω), τc) com as seguintes propriedades:
(a) (S(H(Ω), τc), piΩ) e´ um domı´nio de Riemann pseudoconvexo sobre E.
(b) A aplicac¸a˜o Ω : Ω→ S(H(Ω), τc) e´ um morfismo.
(c) Se Ω̂ denota a componente conexa de S(H(Ω), τc)que contem Ω(Ω), enta˜o f̂ ∈
H(Ω̂) para toda f ∈ H(Ω), e a aplicac¸a˜o extensa˜o
f ∈ (H(Ω), τc)→ f̂ ∈ (H(Ω̂), τc)
e´ um isomorfismo topolo´gico.
(d) Se F e´ um espac¸o localmente convexo quase completo, enta˜o cada f ∈ H(Ω, F )
admite uma extensa˜o f̂ ∈ H(Ω̂, F ), e a aplicac¸a˜o extensa˜o
f ∈ (H(Ω, F ), τc)→ f̂ ∈ (H(Ω̂, F ), τc)
e´ um isomorfismo topolo´gico.
Teorema 5.7 ([5], Corola´rio 4.4)
Seja E um espac¸o (DFC). Sa˜o equivalentes:
(a) E tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(b) (H(Ω), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para todo domı´nio de Riemann
conexo (Ω, p) sobre E.
O pro´ximo resultado melhora o Teorema 5.7 de Dineen e Mujica.
Teorema 5.8 Seja E um espac¸o (DFC). Sa˜o equivalentes:
(a) E tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(b) Para cada espac¸o de Banach F , para todo domı´nio de Riemann (Ω, p) sobre E
e toda f ∈ (H(Ω), τc) existe uma rede localmente limitada (fj)j∈J ⊂ H(Ω) ⊗ F que
converge a f em (H(Ω, F ), τc).
(c) G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para todo domı´nio de Riemann (Ω, p)
sobre E.
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(d) G0(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para todo domı´nio de Riemann (Ω, p)
sobre E.
(e) O completamento de (H(Ω), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para todo
domı´nio de Riemann (Ω, p) sobre E.
(f) (H(Ω), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para todo domı´nio de Riemann
(Ω, p) sobre E.
(g) (H(Ω), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para todo domı´nio de Riemann
(Ω, p) sobre E.
(h) (P (nE), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para todo n ∈ IN .
(i) E ′c tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(j) Para cada espac¸o de Banach F , n ∈ IN e P ∈ P (nE,F ) existe uma sequeˆncia
localmente limitada (Pn) ⊂ P (nE)⊗ F que converge a P em (P (nE,F ), τc).
(l) O completamento de (P (nE), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para todo
n ∈ IN .
(m) (P (nE), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para todo n ∈ IN .
(n) Q(nE) tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para todo n ∈ IN .
(o) G(K)tem a propriedade de aproximac¸a˜o, para um (para todo) K ⊂ E compacto
e equilibrado.
Demonstrac¸a˜o: (a)⇒ (b)
Dividiremos em dois casos a demonstrac¸a˜o.
(1)
Primeiro suponhamos que (Ω, p) seja um domı´nio de Riemann conexo sobre E.
Seja F um espac¸o de Banach. Pelo Teorema 5.6 o τc-espectro H(Ω), denotado
por S(H(Ω), τc), e´ um domı´nio de Riemann pseudoconvexo sobre E, e a aplicac¸a˜o
S : (H(Ω, F ), τc) → (H(Ω̂, F ), τc) dada por S(f) = f̂ e´ um isomorfismo topolo´gico,
onde Ω̂ e´ a componente conexa de S(H(Ω), τc) que contem Ω(Ω). Como Ω̂ e´ a com-
ponente conexa de um domı´nio de Riemann pseudoconvexo sobre E, Ω̂ tambe´m e´ um
domı´nio de Riemann pseudoconvexo sobre E. Se f ∈ H(Ω, F ), enta˜o S(f) = f̂ ∈
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H(Ω̂, F ).
Pelo Teorema 5.2 E e´ o limite projetivo de uma famı´lia de espac¸os normados (Gi)i∈I ,
onde cada um tem uma base de Schauder equicont´ınua. Ale´m disso, existem i ∈ I,
um domı´nio de Riemann pseudoconvexo (Ωi, pi) sobre um espac¸o normado Gi e um σi-
morfismo σ∗i : Ω̂→ Ωi, em que σi ∈ L(E,Gi) e´ a aplicac¸a˜o canoˆnica, tal que f̂ = fi ◦σ∗i
onde fi ∈ H(Ωi, F ). Pelo Teorema 4.3 e pela Proposic¸a˜o 4.1, existe uma sequeˆncia
localmente limitada (hn) ⊂ H(Ωi)⊗F que converge a fi em (H(Ωi, F ), τc). Como σ∗i e´
cont´ınua, segue que a sequeˆncia (hn ◦σ∗i ) ⊂ H(Ω̂)⊗F e´ localmente limitada e converge
a f̂ = fi ◦ σ∗i em (H(Ω̂, F ), τc).
Podemos ver que f̂ ◦ x = x(f) = f(x) para cada x ∈ Ω, donde conclu´ımos que
f̂ ◦ Ω = f . Como S e´ um isomorfismo topolo´gico, a sequeˆncia
(hn ◦ σ∗i ◦ Ω) = (S−1(hn ◦ σ∗i )) ⊂ H(Ω)⊗ F
converge a f em (H(Ω, F ), τc). Pelo fato da sequeˆncia (hn ◦σ∗i ) ser localmente limitada
e a aplicac¸a˜o Ω ser cont´ınua, a sequeˆncia (S
−1(hn ◦ σ∗i )) e´ localmente limitada.
(2)
Suponhamos agora que (Ω, p) seja um domı´nio de Riemann sobre E. Podemos
escrever Ω = ∪i∈IΩi onde cada Ωi e´ uma componente conexa de Ω. Sejam F um
espac¸o de Banach e f ∈ H(Ω, F ). Pela parte (1), para cada i ∈ I existe uma sequeˆncia
localmente limitada (f in) ⊂ H(Ωi, F ) que converge a f |Ωi em (H(Ωi, F ), τc).
Segue pelo Lema 4.6 que existe uma rede localmente limitada (fj)j∈J ⊂ H(Ω)⊗ F
que converge a f em (H(Ω, F ), τc).
(b)⇒ (c)
Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre E.
Como para cada espac¸o de Banach F e f ∈ H(Ω, F ) existe uma rede localmente
limitada (fj)j∈J ⊂ H(Ω) ⊗ F que converge a f em (H(Ω, F ), τc), pela Proposic¸a˜o 3.6
G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(c)⇒ (d)
Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre E.
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Pela Proposic¸a˜o 3.3, se G(Ω) tem a propriedade de aproximac¸a˜o enta˜o G0(Ω) tem
a propriedade de aproximac¸a˜o.
(d)⇒ (a)
Seja U um subconjunto aberto de E. Consideremos ξ : U → E a inclusa˜o de U em
E. Temos que (U, ξ) e´ um domı´nio de Riemann sobre E. Como G0(U) tem a proprie-
dade de aproximac¸a˜o, enta˜o pelo Corola´rio 3.2 E tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(b)⇒ (e)
Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre E. Pelo item (b) e pela Proposic¸a˜o 3.8 o
completamento de (H(Ω), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(e)⇒ (f)
Como o completamento do espac¸o (H(Ω), τc)
′
c tem a propriedade de apro-
ximac¸a˜o pelo item (e), temos pela Proposic¸a˜o 1.28 que (H(Ω), τc)
′
c tambe´m tem a
propriedade de aproximac¸a˜o.
(f)⇒ (g)
Seja (Ω, p) um domı´nio de Riemann sobre E. Pela Proposic¸a˜o 1.26 (b) temos que
(H(Ω), τc) tambe´m tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(g)⇒ (h)
Seja U ⊂ E um subconjunto aberto. Consideremos ξ : U → E a inclusa˜o de U em
E. Temos que (U, ξ) e´ um domı´nio de Riemann sobre E. Suponha que (H(U), τc) tenha
a propriedade de aproximac¸a˜o. Como (P (nE), τc) e´ um subespac¸o complementado de
(H(U), τc) para cada n ∈ IN , temos pela Proposic¸a˜o 1.26 (a) que (P (nE), τc) tem a
propriedade de aproximac¸a˜o para cada n ∈ IN .
(h)⇒ (i)
Suponha que (P (nE), τc) tenha a propriedade de aproximac¸a˜o para cada n ∈ IN
Como para n = 1 temos (P (1E), τc) = E
′
c, segue que E
′
c tem a propriedade de
aproximac¸a˜o.
(i)⇒ (a)
Suponha que E ′c tenha a propriedade de aproximac¸a˜o. Segue da Proposic¸a˜o 1.26
(b) que E tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
94
(a)⇒ (j)
Sejam F um espac¸o de Banach e P ∈ P (nE,F ). Como P e´ cont´ınuo existem
uma seminorma α e M > 0 tais que ||P ||Bα(1) = M . Pela demonstrac¸a˜o do Lema da
Fatorac¸a˜o ([4], p. 16, Lema 1.13) existe P˜ ∈ P (nEα, F ) tal que P˜ ◦ piα = P .
Pelo Teorema 5.2 existem um espac¸o normado Gi com base de Schauder equi-
cont´ınua e Ci ∈ L(Gi, Eα) tais que Ci ◦σi = piα, onde σi ∈ L(E,Gi) denota a aplicac¸a˜o
canoˆnica.
Pelo Teorema 3.19, para cada espac¸o de Banach F e P˜ ◦ Ci ∈ P (nGi, F ) existe
uma sequeˆncia localmente limitada (Pm) ⊂ P (nGi) ⊗ F que converge a P˜ ◦ Ci em
(P (nGi, F ), τc). Como σi ∈ L(E,Gi), temos que (Pm ◦ σi) ⊂ P (nE) ⊗ F e (Pm ◦ σ)
converge a P˜ ◦ Ci ◦ σi = P˜ ◦ piα = P em (P (nE,F ), τc). Como a sequeˆncia (Pm) e´
localmente limitada e σi e´ uma aplicac¸a˜o linear cont´ınua, obtemos que a sequeˆncia
(Pm ◦ σi) tambe´m e´ localmente limitada.
(j)⇒ (l)
Temos pela Proposic¸a˜o 3.10 que o completamento de (P (nE), τc)
′
c tem a propriedade
de aproximac¸a˜o.
(l)⇒ (m)
Pela Proposic¸a˜o 1.28 (P (nE), τc)
′
c tambe´m tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(m)⇒ (h)
Como (P (nE), τc)
′
c tem a propriedade de aproximac¸a˜o, temos pela Proposic¸a˜o 1.26
(b) que (P (nE), τc) tem a propriedade de aproximac¸a˜o.
(j)⇒ (n)
Seja n ∈ IN . Temos pela Proposic¸a˜o 3.9 que Q(nE) tem a propriedade de apro-
ximac¸a˜o.
(n)⇔ (o)
Pelo Teorema 3.11, temos que Q(nE) tem a propriedade de aproximac¸a˜o para todo
n ∈ IN se, e somente se, G(K) tem a propriedade de aproximac¸a˜o para algum (para
todo) K ⊂ E compacto e equilibrado.
(o)⇒ (a)
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Como G(K) tem a propriedade de aproximac¸a˜o para algum (para todo) K ⊂ E
compacto e equilibrado, segue da Proposic¸a˜o 3.12 que E tem a propriedade de apro-
ximac¸a˜o. 
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